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内 容 提 要 


复数 的 发 明和 复 函 数 的 使 用 在 历 

史上 曾经 有 过 一 段 困惑 ， 后 来 发 现 用 

站 它 可 以 解决 或 解释 许多 数学 问题 和 现 
| 象 ， 并 且 在 流体 力学 等 领域 有 实际 应 
用 。 与 此 同时 ， 复 函数 也 形成 一 个 优 

美的 理论 。 本 书 从 中 学 的 复数 知识 出 

发 ， 介 绍 复 函数 理论 的 一 些 著名 概念 

和 笋 果 (如 保 角 变换 ， 整 函数 ， 福 特 

(Ford) 圆 ， 毕 卡 (Picard ) 小 定 

理 等 ) ， 它 在 代数 学 和 几何 学 中 的 一 


理 数 通 近 无 理 数 ， 尺 规 作 图 等 )， 
及 在 机 要 研究 和 制图 学 上 的 应 用 。 送 
些 内 容 均 是 初等 数学 的 自然 延伸 和 深 
化 ， 读 者 会 不 知 不 觉 地 被 引 到 高 等 糊 
学 的 某 些 重要 领域 。 
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从 力学 、 物 理学 、 天 文学 直到 化 学 ; 生物 学 、 经 济 
学 与 工程 技术 ， 无 不 用 到 数学 。 一 个 大 从 入 小 学 到 大 学 
毕业 的 十 六 年 中 ， 有 十 三 、 四 年 有 数学 课 。 可 见 数 学 之 
重要 与 其 应 用 之 广泛 

但 提起 数学 , 不 少 人 仍 觉得 头痛 ,难以 入 门 ， 甚 至 
望 而 生 长 . 我 以 为 要 克服 这 个 湾 沟 ， 还 是 有 可 能 的 ， 近 
代数 学 难 二 接触， 原因 之 一 大 概 是 由 于 其 符号 、 语 言 与 
概念 陌生 ， 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽象 与 概括 ， 难 于 了 解 
与 掌握 . 我 想 ， 如 果 知 道 讨论 的 对 象 的 具体 更 景 ， 则 有 
可 能 掌握 其 实质 ， 显 然 ， 一 个 非 数 学 专业 出 身 的 人 ,要 
把 数学 专业 的 教科 书 都 自修 一 这, 这 在 时 间 与 精力 上 都 
不 易 做 到 . 车 停留 在 初等 数学 水 平 上 ， 哪怕 做 了 很 多 难 
题 , 仪 亦 不 会 有 助 于 对 近代 数学 的 了 解 . 这 就 促使 我 们 
设想 出 一 套 “ 走 向 数学 ” 小 丛书， 其 中 每 本 小 册子 尽量 

。T， 


用 深入 浅 出 的 语言 来 讲述 数学 的 某 一 问题 或 方面 ,使 工 
程 技术 人 员 ， 非 数学 专业 的 大 学 生 ， 甚至 具有 中 学 数学 
水 平 的 人 , 亦 能 懂得 书 中 全 部 或 部 分 会 义 与 内 容 。 这 对 
提高 我 国人 民 的 数学 修养 与 水 平 , 可 能 会 起 些 作用 . 显 
然 ， 要 将 一 门 数 学 深入 浅 出 地 讲 出 来 ， 决 非 易 事 ， 首 先 
要 对 这 门 数学 有 深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 ， 从 整体 上 
说 , 我 国 的 数学 水 平 还 不 高 ,能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 
还 难说 . 但 我 了 解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 , 他 们 愿意 
为 “走向 数学 ”所 稿 。 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 ， 

承 壹 国家 自然 科学 基金 委员 会 .中国 数学 会 数学 传 
播 委员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支 持 ,得 以 出 版 这 套 “ 走 向 
数学 ”丛书 ， 谨 致 以 感谢 . 


看 
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应 “走向 数学 ”从 书 编 委 会 及 湖南 教育 出 版 社 之 约 ， 作 者 
写 了 这 套 从 书 中 的 一 本 ， 介 绍 复数 、 复 浮 数 以 及 几 个 有 关 的 重 
要 应 用 . 书 的 内 容 读者 可 从 目录 中 一 目 了 然 地 看 到 ， 无需 浆 言 ， 
这 些 内 容 在 数学 中 是 十 分 基本 和 十 分 重要 的 
作者 将 本 书 贡献 给 具有 高 中 以 上 水 平 的 产 大 热爱 数学 的 青 
年 读者 , 自然 地 ， 对 于 中 学 教师 也 是 一 本 值得 阅读 的 补充 读物 ， 
从 过 去 若干 年 来 的 出 书 情况 看 , 讲 实数 及 其 应 用 的 书 比较 多 ,而 
讲 复数 及 其 应 用 的 书 却 比较 少 ， 这 就 使 更 加 感到 出 这 样 一 本 
书 的 必要 . 
作者 着 望 本 书写 得 有 益 、 有 趣 ， 且 通俗 易 懂 , 这 就 涉及 到 ， 
选材 是 否 得 当 ， 行 文 是 否 生动 活 滨 旧 流畅， 说理 是 否 透彻 和 清 
晰 ， 作 者 力争 做 到 这 三 点 ， 至 于 效果 如 何 就 请 读者 评价 了 . 
在 写 这 本 书 的 过 程 中 ， 作 者 始终 得 到 李 患 教授 的 热情 鼓励 
与 支持 ， 没有 他 的 这 种 支持 与 鼓励 ， 或许 这 本 书 也 不 会 出 现 . 作 
者 感谢 张 顺 丑 同 志 的 热情 才 助 ， 他 仔细 地 阅读 了 全 文 ， 并 改正 
了 不 少 错误 ， 最 后 ， 作 者 也 真心 感谢 湖南 教育 出 版 社 ， 他 们 的 
通力 合作 与 支持 使 本 书 得 以 出 版 . 
作者 于 北京 大 学 燕 东 团 
1990 年 8 月 14 日 
3 。 
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第 一 章 基本 知识 
$ 1 复数 的 代数 闭 算 
1.1 复数 
教 z=X 二 iy 


称 为 复数 ， 其 中 zz 各 > 是 实数 ， 而 i 是 碟 单 位 , 让 二 一 1， 实数 
z 和 ?分 别称 为 复 教 > 的 实 部 和 虚 部 ， 并 记 为 : 
z=Rez, y=Tuz. 
两 个 复数 相等 是 指 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 相 等 ， 即 等 式 
Titiyt = z+iys. 
相当 于 两 个 等 式 : 
T=T1, Hy, 
由 于 在 直角 坐标 系 中 ， 当 县 仅 当 两 个 点 具有 相等 的 横 坐 标 和 相 
等 的 纵 坐 标 时 才 会 重合 ， 所 以 平面 上 的 全 部 点 可 以 与 所 有 复数 
间 建 立 一 一 对 应 的 关系 . 换 守 之, 我 们 将 佛 由 于 机 坐标 为 <, 纵 
坐标 为 y 的 点 来 表示 复数 = 一 z 十 ty, 这 样 的 平面 称 为 得 平面 忆 . 
“le 


表示 数 > 的 点 通常 称 为 点 2. 复数 可 以 用 向 量 来 表示 ， 使 复数 的 
实 部 与 虚 部 对 应 于 向 量 的 模 坐 标 与 纵 坐 标 图 1。1). 

我 们 将 虚 部 等 于 零 的 复数 
Zz 十 t0 和 它 的 实 部 看 作 是 一 样 
的 :z 十 z 和 =, 并 认为 实数 是 复 
数 的 特殊 情况 . 用 oz 轴 上 的 点 
表示 实数 ， 称 此 轴 为 实 轴 ， 类 
似 地 ， 实 部 等 于 零 的 复数 写 为 
0 二 示 =iy， 称 为 纯 谨 数 ,用 oy 
轴 上 的 点 来 表示 它们 ， 并 称 这 
个 轴 为 惠 轴 . 

复数 z 的 位 置 也 可 用 极 从 
标 来 确定 ， 也 就 是 借助 对 应 于 
复数 的 向 量 的 长 度 ">， 和 这 个 
向 量 与 实 轴 正 向 的 夹 角 9 来 确定 ， 数 " 和 分 别称 为 复数 = 的 
模 和 旺角 ， 记 为 

r=|z|, pArgz. 

这 里 引进 的 模 的 概念 是 实数 的 绝对 值 的 概念 的 推广 ， 实 数 
的 模 就 是 它 的 绝对 值 ， 纯 虚数 的 模 就 是 它 的 虚 部 的 绝对 值 . 

由 模 稳 幅 角 的 定义 推出 ， 车 z= 二 zx 十 iy， 则 


Z 一 rcosy 一 |*jcos(Argz)， 


3 一 rsing 一 |z|sin(Argz) GD 
和 
zl 一 = VHT 


3tg(CArgz) 一 tbgPp 一 之 . 
信和 将 注意 的 是 , 幅 角 Argz 是 多 值 的 , 它们 之 各 可 以 相差 2r 


fe 


a, 


的 整数 倍 ， 通 常 取 由 不 等 式 
0<Argz<<2r 
所 确定 的 值 作为 罩 角 的 主 值 ,* 的 罩 角 的 主 值 记 为 argz, 于 是 我 


们 有 
Argz 一 argz 十 22xr. (: 台 数 ? 01. 27 
例如 ， 当 = 是 正 实数 时 ，argz 一 0 当 * 是 负 实 数 时 ，argz 


一 xf 当 = 是 具有 正 虚 部 的 纯 虚 数 时 ,args 一 地. 但 是 注意 , 0 的 


幅 角 是 没有 意义 的 ， 
利用 公式 (1. 1), 可 以 把 任何 异 于 零 的 复数 表达 为 复数 = 的 
三 角形 式 ， 
z=Zz+1y=r(cosgtising), (1.3) 
例如 ， 


1=1(cos0+isin0), 
i=1(eos 可 十 iain 二 )， 
1ti= V2 cos 于 +iein 于 ， 
一 2 一 2(cosx 十 iainx)。、 ， 
伴 助 于 欧 拉 公式 e" 一 cosgtising( 见 本 书 第 六 章 8 1) 可 以 
把 复数 = 的 三 角形 式 《1. 3) 化 为 指数 形式 : 


z=re™, 《1.47 
复数 z 一 x 十 iy 的 共 轿 复数 定义 为 z= 二 ziy, 钱 此 共 思 的 复 
数 关于 实 轴 是 对 称 的 . 
彼此 共 轧 的 复数 的 模 是 相同 的 ， 而 幅 角 相差 一 个 符 导 : 
jz| 一 jz| argz=—argz. 
任何 实数 与 它 自 己 共 雹 ， 
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1.2 复数 的 四 则 运算 
将 算术 的 普通 规则 运用 于 复数 ， 我 们 有 
Cz tp) rt ya) = (T1272) + (yy) (5) 
《zi 十 iD Cratiy) = (ra — yy2) iT + Yr). 
第 二 个 恒等式 中 ,我 们 使 用 了 关系 式 刀 一 一 1 
复数 的 减法 定义 为 加 法 的 道 运 划 ,由 此 得 到 
Cz1+2y1) — Cratiya) = (x1— x) tty ye), 
特别 地 ,由 (1. 5) 推 出 ,两 个 彼此 共 辐 的 复数 的 乘积 是 实数 ， 
等 于 该 复数 的 模 的 平方 : 
(z+ay) (zr—1y)=z + 
或 


zz 一 | 


车 用 向 量 表示 复数 ， 则 复数 的 
实 部 和 虚 部 就 是 向 量 的 坐标 ， 因 为 
向 量 的 相 加 或 相 减 就 是 它们 的 坐标 
对 应 地 相 加 或 相 减 ， 于 是 复数 的 相 
加 或 相 碱 归结 为 相应 向 量 的 相 如 或 
相 减 (图 1. 2). : 

由 于 复数 的 模 等 于 对 应 向 量 的 
， 项.2 长 度 ， 所 以 两 个 复数 的 和 的 视 不 大 
> 于 两 个 复数 的 模 的 和 ， 

latzl le |+ izal. 
接连 使 用 几 次 这 个 不 等 式 ， 便 得 到 
| 十 加 十 和 … 十 加 | 委 |z 十 | 十 …… 十 | 
当 生 仅 当 表示 数 z,z,，…, z, 的 向 量 在 一 条 直线 上 , 是 指向 同 
一 方向 ， 即 当 
:4. 


SIgZz1 一 ar 有 22 汪 一 BT 区 Xe 


时 ， 等 式 成 立 , 


由 复数 减法 的 几何 意义 ， 若 x。 是 给 定 的 复数 ，p 是 给 定 的 


实数 ， 则 满足 方程 


le—zo|=p 


的 点 的 全 体形 成 以 z。 为 中 心 以 p 为 半径 的 圆周 ,不等式 
1z 一 “oj < 确定 这 圆周 内 的 点 集 ， 而 不 等 式 | 一 ze|>p 确定 田 


周 外 的 点 集 . - 


复数 的 除 沁 定 义 为 季 法 的 逆 运 算 ， 利 用 共 辐 数 的 性 质 ， 按 
下 述 方法 进行 复数 的 除法 是 方便 的 ;首先 把 分 子 和 分 母 乘 以 分 
母 的 共 王 数 ， 于 是 分 母 变 为 正 实 数 ， 然 后 分 别 用 势 母 除 所 得 分 


子 的 实 部 和 虚 痢 : 
ty (zitiy) (ra —iys) 
和 十 By (ztiys) (zs—iys) 


rrst ype) Hiray — zy) 
Ti 


ys 
Zt + 
著 利 用 复数 的 三 角形 式 : , 
z=ri(cosg rtising ), 
zs=rs (COs9 s+ ising 2， 
则 得 到 ， 
Fix =—rira[ (cos cosp—sing in 从 ) 
tilcosn sinpe+ ing cosg) 4 
=nrtlcos(g + gg)+isin(p + gr)) 
因而 复数 相 乘 就 是 它们 的 模 相 乘 , 而 幅 角 相 加 ， 
lzz2 l= [2 | 1zaj， 
Arg (ziz2)—Arga + Argz. 


(1.6) 


将。 


注意 ， 后 一 等 式 的 两 端 是 多 信 的 ， 所 以 应 理解 为 等 式 左 端的 值 


的 集合 和 它 的 右 端 的 值 的 集合 完全 一 样 . 


表示 乘积 zizs 的 向 量 可 以 这 样 得 到 : 把 表示 数 x 的 向 量 绕 


正 向 旋转 角度 p。， 再 把 它 的 长 度 敢 以 1zz1. 
用 三 角 式 表示 除 法 的 公式 为 


nfeos(p po +isin(g ,9D], 
2 ry 
邵 
旦 -= 匡 |， Arg Argr—Arg. 
1.3 乘 方 与 开 方 


设 z=rlcosp+ising). 由 乘法 规则 ， 
z=r" (cosngp+isinng) 
即 
jz"|=|z|", Arg(s) 一 2Argx- 


(1.7) 


利用 除法 规则 ,不 难 验证 这 公式 对 于 负 整 数 ”也 成 立 . 


在 + 一 1 的 特殊 情况 下 ,我 们 有 
(cosgp ti sing)"—=cosng + 二 isinng. 
利用 二 项 式 定理 ， 
(cosg +ising )" 
=cos’p 十 Mazcos” 1 gsing+ 
+n(z)” cosp sin” 9 十 Prsin"gp . 


(1.8) 


{1.9) 


将 (1.8) 和 (1.9) 结 合 起 来 ,我 们 就 可 以 得 到 通过 cosp 和 sing 表 


达 cosngp 或 sinng 的 表达 公式 . 
例如 ， 当 w=3 时 ，- 
cos3pt+isin3g = (cosp+ising)} 
=cos’pt+ 3cos’gsing ~— 3cosp sin:g —isin’p . 
* 


比较 两 边 的 实 部 和 虐 部 ， 我 们 得 到 
cos3y =cos'p— 3cosg sin’g 
=4cos'g— 3cosp, {1.10) 


sin39 一 3 coszp sing —sin’g 
一 一 4sinsp +3sing. {1.11) 
通过 到 复数 域 的 旅行 ,我 们 很 容易 地 得 到 了 实数 域 的 两 个 结果 . 
n 越 大 ,这 种 方法 的 优越 性 就 越 明 显 , 这 使 我 们 回忆 起 近代 著名 
数学 家 哈达 玛 (Jacques Hardamard) 的 一 名 名 言 : 实 域 中 两 个 
真理 之 间 的 最 短路 程 是 通过 复 域 . 
下 面 我 们 转 而 研究 求 方 根 的 问题 
设 n 是正 整数 . 求 z 的 n 次 方 根 就 是 求 这 样 的 数 w= Yz ， 
它 的 ”次 方 等 于 >， 根据 乘 方法 则 ， 
lwl"=|z|, nArgw—Argz. 
令 w=plcos6 十 isin9), 并 考虑 到 复数 的 幅 角 售 有 3 的 整数 倍 
的 未 确定 项 , 则 有 
P=r, nb 一 9 十 28r (k= 二 1, 土 2.*…*). 
从 而 
p= VF, 0 和， 
这 里 根 式 下 取 的 是 算术 根 . 这 样 一 来， 
Yz= pg 
r [ef tr Fisin ta - (1.12) 
员 近 4 是 作家 术 才 ， 自由 这 个 公开 只 能 和 下 个 不 同 的 值 ， 并 
且 这 个 不 同 的 值 可 通过 令 关 二 0，1，2，…，n 一 1 而 得 到 . 
公式 (1.12) 表明 ， 所 有 这 些 不 同 的 根 都 具有 相同 的 模 
YTzT, 相 邻 两 个 值 的 幅 角 差 为 2r/n. 由 此 我 们 知道 ,任何 复数 
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z 关 0 的 次 方 根 都 在 # 个 不 同 的 值 , 而 且 这 些 值 可 以 被 排 成 内 
搂 于 园 |w| 二 YTz[ 的 一 个 正 * 边 形 的 个 顶点 (图 1. 3》. 


国 1.3 
由 此 我 们 还 知道 ， 次 方程 
z+a=0 《1- 13) 
可 解 , 这 里 «是 任意 的 复数 , 并 且 知 道 , 这 个 方程 有 = 个 不 同 的 
值 . 


1.4 单位 根 
求 数 1 的 ”次 根 是 一 种 特别 重要 的 情形 . 这 个 根 有 = 个 值 ， 
所 有 这 些 值 我 们 都 叫做 唱 次 单位 根 ， 出 等 式 
， 1 一 cog0 十 iain0 
与 公式 (1. 12)， 
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=cos Etisin WE, k=0, 1 ws nl 14) 


由 上 式 知 , 当 ”为 偶数 时 ,在 k 一 0 与 名 时 得 次 单位 根 的 实 值 ， 
当 " 为 奇数 时 , 仅 在 二 0 时 才能 得 出 实 值 ， 在 复 平面 上 ,次 
单位 根 排列 在 单位 器 的 图 周 上 ， 而 且 把 图 周 分 为 ”等 分 ， 其 中 
一 个 分 点 是 数 1. 因此 , = 次 单位 根 那 些 不 是 实数 的 值 的 位 置 关 
于 实 帖 对 称 ， 换 言 之 ， 它 们 两 两 共 连 . 

三 次 单位 根 有 两 个 值 1, 一 1. 四 次 单位 根 有 四 个 值 1, 一 1， 
i 和 一 i 三 次 时 要 有 二 个 娄 除去 1 以 外 ， 是 共 轿 数 


eos 天 +isin 供 一 一 二 +: 坚 ， 
《1.15) 
r=cos 4 A Fisin i . 


三 次 根 的 值 经 常用 到 ， 应 当 记 住 . 

这 里 指出 ,复数 。 的 * 次 根 的 所 有 值 ,都 可 从 它 的 某 一 个 值 
区 上 所 有 的 = 次 单位 根来 得 出 ， 事 实 上 , 设 是 a 的 次 根 的 
某 一 个 值 ， 即 8 二 a， 而。 为 任 一 n 次 单位 根 ， 即 ee 二 1， 网 
(be) 一 8 让 =a, 即 fe 为 Ya 的 一 个 信 , 用 B 欧 ， 次 单位 根 的 
每 一 个 值 ,就 得 出 “的 ”次 根 的 = 个 不 同 的 值 , 即 这 个 根 的 所 有 
的 值 - 

例如 ， 数 一 8 的 立方 根 有 一 个 是 一 2， 由 《1.15) 知 ， 它 的 
其 如 两 个 根 是 

“wl, =1tiV/ 3. 


$2 复 变 提 洲 数论 的 基本 概念 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 介绍 复 次 函数 沦 的 一 些 最 基本 的 概 
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念 ， 复 变 落 数 ， 它 的 极限 ， 连 续 性 等 ， 这 些 概念 来 自 实 变量 函 
数论 中 的 相应 概念 


2.1 几何 概念 

复 平面 上 的 一 个 点 集 刀 叫做 一 个 区 域 ， 若 它 具 有 两 个 性 
质 :1, 在 局 中 的 每 一 个 点 必 有 一 个 以 这 个 点 为 图 心 的 充分 小 的 
圆 , 同 它 一 起 都 属于 这 个 集 台 ; 这 个 性 质 称 为 开 集 性 ,2. 马 中 
的 任何 两 个 点 都 可 用 一 条 由 吕 的 点 所 构成 的 折线 连接 起 来 ; 这 
个 性 质 称 为 连通 性 . 

复 平面 上 点 的 邻 域 可 作为 区 域 的 最 简单 的 例子 。 所谓 一 个 
点 a 的。 邻 域 , 是 指 以 a 为 圆心 , 以 8 为 半径 的 一 个 开 圆 , 即 满 
足 不 等 式 

jz 一 a|<e 

的 那些 点 的 集合 . 

凡 本 身 不 属于 区 域 D， 而 在 它 的 任何 邻 域内 都 含有 属于 忆 
的 点 的 闭 种 点 叫做 DD 的 边界 点 区 域 D 的 所 有 边界 点 的 集合 叫 
做 马 的 边界 . 区 域 马 连同 它 的 边界 合 在 一 起 的 集合 , 叫做 闭 区 
域 ， 用 记号 万 来 表示 . 


2.2 ， 复 自 变量 函数 

设 函 数 w= 7(z) 定 义 在 某 一 点 集 焉 土 ， 对 于 瑟 的 每 个 点 
xz 都 有 的 一 个 或 多 个 值 与 之 对 应 ,就 说 在 点 集 已 上 给 定 了 函 
数 ww 二 f(z)， 车 每 一 个 点 < 只 有 一 个 世 值 与 之 对 应 , 则 w 称 
为 z 的 单 值 务 数 ， 如 有 多 个 ww 值 与 之 对 应 , 则 称 w 为 = 的 多 值 
函数 ， ， 

例如 ， 孟 数 w=x: 是 单 值 的 ， 它 定义 在 整个 复 平面 C 上. 

矣 数 w 一 Arge 是 多 信 移 ， 在 全 平面 上 除去 点 x 一 0 外 是 有 
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定义 的 . 
给 定 复数 = 相当 于 给 定 两 个 实数 z 和 y， z=z 二 zy>。 各社 
地 , w 也 对 应 着 两 个 实数 和 vw; w=w 十 iv. 这 样 一 来 , 复 变 函 
数 吕 和 复 自 变量 x 之 间 的 关系 w= 二 f(z) 相当 于 两 个 关系 : 
WU=u(T,y), (2.1) 
YY 一 VCZ3) 
它 确定 实数 值 w 和" 为 自 变 量 = 和 》 的 函数 ， 
例如 ,车 w=z?, 则 令 z==z 十 访 ,w=w 十 记 , 得 到 
utiv =(z+iy): 
=(7—y)+2ry, 
因而 等 式 w 一 =: 相当 于 等 式 
= 一 v=2zy, 
车 以 某 一 个 平面 上 的 点 表示 自 变量 = 的 信 ， 这 个 平面 称 为 
多 平面 "; 而 以 另 一 个 平面 上 的 点 表示 函数 w 的 值 ， 这 个 平 而 
称 为 “w 平面 函数 ww 一 (z) 确定 了 z 平 面 的 点 和 吉平 面 的 
点 的 对 应 换言之, 函数 实现 了 由 < 平面 的 点 到 ww 平面 的 相应 
点 的 映射 或 变换 . 设 函数 w(x) 在 区 域 D 上 是 单 值 的 ， 并 
把 z 平 面 上 的 区 域 DD 映射 到 w 平 面 上 的 区 域 G 的 内 部 . 如 果 进 
一 步 假定 在 喘 射 w=/ 《z) 之 下 , 吕 的 两 个 不 同 点 对 应 于 G 的 
两 个 不 同 点 那么 这 个 喘 射 就 称 为 在 媚 是 一 一 的 , 或 者 单 叶 的 . 
设 已 经 给 定 了 一 个 把 区 域 刀 映射 到 区 域 G 上 去 的 函数 四 
一 (ez). 如果 有 一 个 函数 z=glw) , 它 使 得 G 中 的 每 一 个 点 ww， 
都 与 所 有 那些 由 函数 w=/(z) 喘 到 点 也 的 点 x 成 对 应 ,那么 这 
个 西数 x 二 gw) 就 叫做 函数 中 = 了 (z) 的 反 十 数 (图 1. 4), 不 难 
看 出 * 当 了 同 这 商 个 函数 都 是 单 值 函 数 时 ,而 且 也 只 有 在 这 
时 ,映射 是 一 一 的 . 
在 乔 清 了 映射 的 概念 后 ,我 们 来 研究 在 陕 射 下 碳 线 的 变化 . 


图 1.4 


我 们 知道 , 在 平面 上 曲线 可 以 用 参数 方程 来 表示 . 设 (2)、 y(t) 
是 变数 :的 实 达 续 函 数 ，: 在 区 间 <<se<8 上 变化 ， 方程 
工 一 工 (ty 

人 ro a<t<8 2 
给 出 一 条 连续 曲线 的 参数 表示 式 . 例如 ,以 原点 为 中 心 、r 为 半 
猎 的 圈 具 有 如 下 的 参数 表示 式 

X=rcosp, 

3 一 raing， 0S 安 <2x ‘23 
假如 我 们 令 < 二 z 十 iy， 使 2G) 二 z(z) 十 iy(z), 则 曲线 的 分 析 表 
达 式 可 以 写成 一 个 方程 

w=z(t) at p. 
例如 国 (2. 3) 的 方程 可 写 为 。 

可 z=x(0)—r(cos-Hising), D<SO<2w- 
佛 助 未 舌 数 的 指数 表示 ,我 们 又 可 将 圈 (2. 3) 的 方程 写 为 

ere,0S0Ea. (2. 4) 
图 的 这 种 方程 使 用 起 来 非常 方便 . 

一般 说 来 ,在 映射 ww 一 fz) 下 ， 曲线 的 像 仍 是 曲线 ， 我 们 通 
对 只 体 实例 来 说 明 这 一 点 

` 调 1 考虑 喘 射 we*z， 由 复数 乘法 的 儿 何 意义 知道 ,这 

是 一 个 绕 原 点 转动 b 角度 的 旋转 , 在 这 个 映射 之 下 ,过 原点 的 直 
线 蛮 为 过 愿 点 的 直线 ,以 原点 为 必 的 图 变 为 以 不 点 为 心 的 图 . 其 
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它 的 曲线 也 都 旋转 一 个 8 角度 
例 2 考虑 映射 
vw= 志 +、 (2.5) 
这 个 映射 要 比例 1 复杂 多 了 .我 们 只 研究 一 些 特殊 曲线 在 
映射 (2. 5) 下 的 像 . 通过 这 一 研究 我 们 还 可 以 知道 ,在 映射 (2. 5》 
下 ,单位 加 的 内 部 和 外 部 分 别 映 为 什么 样 的 区 域 . 以 原点 为 心 ， 
以 1 为 半径 的 回 称 为 单位 圈 . 先 看 单位 圆 内 以 原点 为 心 的 圆 的 
像 是 什么 .为 此 设 
Z=re? ,Ww =u 十 iy 
代入 (2.52 得 _ 
wtiv= 吉 [eo0s0-tirsing+ Teosg eing » 
分 开 实 部 和 虚 部 ， 得 到 方程 组 : 
二 [二 os， 
(2. 6) 
v= sing. 
国定 r=r<1, 让 9 从 0 变 到 2x, 得 到 单位 加 内 的 一 个 加 .在 映 
射 (2. 5) 不 , 它 的 像 在 w 平 面 上 是 一 个 椭 圈 , 这 只 要 在 公式 
(2. 6) 申 消去 参数 4 就 能 得 出 这 个 撒 国 的 标准 方程 : | 


它 的 两 个 半 轴 分 别 是 
oe 


当 8 从 0 变 到 2x 时 ,通过 w.v 符号 的 改变 可 看 出 ,上 半 赚 周 映 
为 下 半 椭 加 ,下 半圆 周 映 为 上 半袖 圈 . 并 且 对 于 任意 的 r。 都 有 
c= YaBB=1. 
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所 以 ， 所 有 这 些 构图 都 是 共 焦 的 ， 焦 点 为 士 1 (图 1.5), 当 + 一 
1 时 , a>1, 6>0, 椭 加 “压缩 ”到 实 轴 上 的 线 眉 [一 1, 1]; 当 
To 人 0 时 ,a->co， b>oo， 椭 加 无 限 变 大 ,这 样 一 来 , 当 m 在 区 
间 [0，1》 申 变化 时 ， 这 些 椭 阅 扫 过 除 线段 [一 1，1] 外 的 整 
个 复 平面 ， 这 就 是 单位 圆 内 部 在 映射 w 下 的 象 区 域 . 


图 1.$ 
用 研究 单位 加 内 的 任 一 条 半径 的 像 的 办 法 同样 可 以 得 出 这 


二 结论 . 
。 男 定 2 一 和 让 r 从 0 变 到 1, 得 到 单位 图 内 的 一 条 半径 ,和 
研 轴 正 向 的 交角 为 9， 它 的 像 是 ww 平 曾 上 的 半 条 双 曲 线 ， 从 
《2. 6 消去 参数 就 得 到 双 曲 线 的 标准 方程 ， 
1 (2.8) 

双 曲 线 的 实 半 轴 a= |cos6,1, 虚 半 轴 5 一 |sin6,1， 当 变动 时 ， 
我 们 得 到 不 同 的 双 曲 线 ， 所 有 这 些 双 曲 线 都 是 共 焦 的 ， 焦 点 是 
士 1 个 面 我 们 来 看 一 看 这 些 双 曲 线 的 具体 位 置 . 

利用 〈2, 6) 式 不 难看 出 下 述 结果 . 

当 负 =0 时 ，u=0，1<a<< 十 oo. 
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当 义 一 了 时 ， 2 一 0， 一 co<<o<0， 

当 负 一 时， 一 0， 一 co<a< 一 1 

当 & 一 时 ，x 一 0，0<o< 十 co， 

当 名 在 第 一 象限 时 , cosm<u< 十 co, 一 co<v<0. 这 是 半 
条 双 曲 线 ， 位 于 第 四 象限 ， 不 带 顶点 . 

当 在 第 四 象限 时 , cosb<u< 十 co, 0<o< 十 co, 这 是 位 
于 第 一 象限 的 单 支 双 曲线 ， 不 带 顶 点 《图 1. 5). 

当 负 位 于 二 、 三 象限 时 ， 读 者 不 难得 出 类 似 结论 .由 此 我 
们 又 可 得 出 结论 ; 单位 加 内 部 在 映射 w 下 的 象 区 域 是 整个 复 平 
面 去 掉 线段 [一 1，1]. | 
我 们 建议 读者 采用 上 述 办 法 研究 一 下 , 在 映射 w 下 , 单位 
时 的 外 部 的 象 区 域 是 什么 

例 2 提 供 了 平面 区 域 间 映 射 的 一 个 具体 实例 ， 它 告诉 我 们 
如 何 将 去 掉 一 段 直线 ,或 者 说 有 裂 链 的 平面 映射 到 单位 圈 的 内 
部 或 外 部 ， 第 二 章 我 们 还 会 再 次 遇 到 这 个 函数 ， 并 将 它 应 用 到 
具体 问题 中 去 . 


2.3 序列 的 极限 加 
， 设 x。 是 一 个 有 限 复数 . 含 z, 的 任何 区 域 称 为 z。 的 邻 域 . 不 
过 我 们 只 用 国 邻 域 ， 满 足 不 等 式 
lz~zl<p 
的 点 的 全 体 称 为 点 zw 的 p 邻 城 ， 、 
对 于 co， 我 们 卸任 章 大 的 半径 的 国外 称 必 它 的 信 ， 即 对 
任意 大 的 A>0, 满足 
lz|>A . 
的 点 的 金 体 称 海 c 的 邻 城 。 ， : A a 
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有 了 邻 域 的 概念 ， 我 们 来 定义 点 列 的 极限 
称 有 限 复数 z 是 点 列 = ，z:，…，z，… 的 概 梧 ,如果 对 于 
任意 给 定 的 .不管 多 么 小 的 >0, 总 能 找到 这 样 的 正 整数 入 ,使 
得 当 w 之 NN 时 ， 不 等 式 |z, 一 zo| < 成立, 记 为 
limz, =—zo. 


车 二 zs 十 iy。， zo 二 zo 十 iyo， 并 且 考 虚 到 等 式 


| 一 zo[ 一 Y (zs 一 zo) 十 (一 yo 
则 由 极限 定义 不 难得 出 如 下 结论 : 极限 
jimz- 一 am 
存在 相当 于 两 个 实 的 极限 
limw, =zo, 
Jim 一 mn 
存在 . 
称 点 列 = ，z:，…，xz，… 趋 于 so， 并 记 为 
Jimx 一 o， . 
如 果 对 于 不 管 多 么 大 的 正 数 MM， 总 能 找到 这 样 的 正 整 数 N, 使 
得 当 wn 之 N 时 ， 不 等 式 |z| > 成立. 
一 全 点 列 二 ， ma，…， zs…，. 有 时 也 简 记 为 (x,}. 我 们 也 
用 序列 这 一 词 .在 序列 中 有 些 项 可 能 是 相同 的 ， 这 是 与 点 列 不 
局 的 地 方 . 
一 个 序列 (或 点 列 ) 有 有 限 极限 = 我 们 称 这 个 序列 (或 点 
到 是 收效 的 . 它 没有 极限 ,成 者 以 co 为 极限 , 则 称 它 是 发 骨 的 . 


2.4. 函数 的 极限 ， 连 续 性 


在 有 了 序列 极限 的 定义 后 ,就 可 以 定义 画 雪 的 极限 了 . 
.18. 


当 zz 时, 称 函数 /(z) 以 rw 为 核 限 , 如 果 对 不 答 多 么 小 
的 c>0, 总 能 找到 一 个 8>0, 使 得 当 0<|z 一 zo|<8 时 ,总 有 |w 
一 ze|<e 成 立 . 记 为 
wo=limf(z), 
例如 ,f(z) 二 z?. 当 zi 时 ， 
2 一 一 1、 
当 z 是 co, 或 we 是 co ,或 两 者 都 是 co 时 , 按 无 穷 远 点 邻 域 
的 定义 改写 上 面 的 定义 . 
例如 , 当 x 一 co 时 ,f(z) 一 wo 是 有 限 数 . 等 式 
limf(x)=w, 
表示 ,对 于 任意 的 e>0, 总 有 4>0, 使 得 满足 lz|>>4 的 一 切 =， 
函数 f(z) 满 足 不 等 式 
[|f (2)—wol <e. 
称 函数 F(z) 在 zx。 是 连续 的 ,如 果 
limAz) 一 xzo). 


按 定义 ,这 就 是 说 , 任 给 se>0, 总 存在 3>0, 使 得 当 |z 一 z。|<8 
时 ， 

{fle)— fz) |<e 
成 立 . . 

例如 f(z) 一 x? 在 每 一 点 zx, 处 连续 . 
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第 二 章 “” 保 角 变 换 


从 第 一 章 的 一 些 具体 例子 中 已 经 知道 ,在 贞 射 ww 一 (z) 之 
下 ,曲线 被 映 为 曲线 . 下 面 我 们 将 给 出 两 条 曲线 在 它们 交点 处 的 
夹 角 的 定义 ,并 研究 在 映 庙 wf(z) 之 下 夹 角 的 变化 . 当然 我 
们 的 研究 仅 局 限于 一 些 最 简单 .最 初等 的 例子 ,但 是 它们 仍然 说 
明了 复 变 函数 理论 中 的 一 些 非 常 重要 的 思想 , 在 这 些 例子 中 , 映 
射 z= As) 都 是 保持 曲线 交角 不 变 的 , 因 面 称 为 保 角 映 射 或 保 
角 变换 , 保 角 映 射 的 理论 是 复 变 函 数论 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 它 
不 但 在 理论 研究 中 具有 重要 的 作用 ,而 且 在 应 用 上 也 是 很 有 用 
的 一 部 分 . 在 力学 、 空 气动 力学 、 弹 性 力学 .电学 以 及 热学 中 都 要 
用 到 保 角 映射 例如 在 许多 问题 中 都 要 处 理 在 电荷 周围 的 电位 
势 问题 ,或 处 理 一 个 热 体 周围 的 温度 分 布 问题 ,或 者 处 理 在 稳定 
流体 中 流体 在 障碍 物 周围 药流 速 问题 . 对 于 一 般 形 状 的 带电 体 ， 
带 热 体 ,或 障碍 体 ,计算 位 势 、. 湿 度 或 流速 并 不 是 一 件 容易 的 事 
情 , 为 了 克服 这 一 困难 ,我 们 常 借 助 保 角 变换 ,将 它们 化 为 最 简 
单 的 形状 ,例如 ,为 了 设计 飞机 的 翅膀 ,需要 计算 空气 流 过 机 愤 
时 的 速度 . 图 2. 1 的 图 (a) 是 机 票 的 横断 面 , 经 过 一 个 适当 的 保 
角 变换 (本 章 的 后 面 将 要 给 出 ) 这 个 断面 可 化 为 图 (图 (b) ,这 时 
物体 本 身 考虑 为 圆柱 形 ), 而 对 图 来 说 ,计算 特别 简单 ,然后 再 化 

里 了 85， 


回去 ,就 可 以 得 原来 要 求 的 东西 了 . 
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图 21 

这 样 一 来 , 保 多 映射 为 我 们 提供 了 一 种 计算 位 势 , 温 度 及 流 

速 等 物理 量 的 有 力 工具 , 这 就 说 明了 研究 保 角 变 换 多 么 重要 ,本 

章 将 介绍 一 些 初等 的 ,但 是 重要 的 保 角 变换 ,并 给 出 两 个 著名 的 
应 用 . 


Yo 


画 
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$1 多 项 式 函数 实现 的 变换 


1.1 线性 变换 
我 们 称 
zo 一 az 十 5 (1 

为 线性 函数 ,其 中 .5 为 复 常数 . 设 &=|a|,a=arga. 则 a 二 ke 
计数 (1. 1) 便 可 分 解 为 

1) zi 一 ez， 

2) zz 一 kz， 

3) w=zs+b. 

回忆 一 下 复数 四 则 运算 的 几何 意义 ,我 们 就 可 看 出 ,1) 是 平 
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面 * 施 转 一 个 a 角度 ， 

2) 是 平面 x 的 一 个 相 

似 变 换 ( 伸 长 或 压缩 )， 

面 3) 是 整个 =: 平面 沿 

固定 向 量 5 所 做 的 平 

移 . . 

由 线性 函数 所 实现 

的 上 映射 称 为 线性 变换 或 

线性 映射 . 由 上 面 的 讨 

论 知 ,线性 呐 射 是 上 面 

三 种 最 简单 的 映射 的 复 

四 : 合 - 由 此 便 可 以 知道 , 映 

图 2.2 射 (1.1) 在 全 平面 是 一 

一 的 ， 并 且 把 直线 仍 变 

为 直线 ， 面 且 保 持 两 直线 亲 的 交角 不 变 ， 把 图 周 仍 变 为 圆周 
(图 2.2). 


1.2 曲线 间 的 夹 角 

前 面 我 们 指出 ， 线 性 变换 把 直线 变 为 直线 ， 并 保持 直线 间 
的 交角 不 变 ， 其 实 线性 变换 不 仅 保持 直线 间 夹 角 ， 而 且 还 保持 
出线 间 的 夹 角 ， 如 何 理解 曲线 间 的 夹 角 呢 ? 

为 此 ， 我 们 先 研究 曲线 在 一 点 的 切线 的 概念 ， 认 中 学 数学 
中 读者 已 经 知道 ， 圆 在 一 点 的 切线 就 是 过 那 一 点 与 半径 垂直 的 
直线 ， 对 于 一 条 一 般 的 曲线 ， 切 线 概念 的 引 和 人 就 要 稍微 复杂 一 
些 了 , 设 工 是 一 条 曲线 , P 是 上 的 一 点 , 我 们 来 研究 如 何 定 
义 曲 线 工 在 点 书 的 切线 . 在 L 上 另 取 一 点 QQ, 用 直线 连接 P、Q 
两 点 ,得 到 曲线 工 的 一 条 市 线 PG. 让 点 @ 沿 着 机 线 乙 向 点 书 移 
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动 , 割 线 PQ 也 就 跟着 点 @ 移动 . 现在 诗 点 Q 无 限 搂 近 于 点 一 ， 
如 果 割 线 P6 的 极限 位 置 存 在 , 那 末 , 它 的 极限 位 置 PT 就 称 为 
曲线 工 在 点 P 的 切线 (图 2. 3). 


转 2.3 转 2.4 
现在 可 以 定义 曲线 间 的 夹 角 了 . 设 曲线 万 与 志 交 于 点 P， 
并 假定 曲线 工 , 与 L; 在 点 已 都 有 切线 ,它们 的 切线 分 别 是 PT， 
与 PT:. 我 们 就 将 PT 与 PT 间 的 来 角 定义 为 曲线 三 与 上 的 
夹 角 ( 图 2. 4). 
当 两 条 相交 曲线 在 交点 具有 同一 条 切线 时 ， 它 们 的 夹 角 为 
零 ( 图 2.5). 


图 2.5 图 2.6 
当 工 是 一 条 曲线 ,而 工 是 一 直线 时 ,它们 的 夹 角 就 是 在 交 
点 处 切线 与 直线 的 夹 角 (图 2. 6). 
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1.3 xz(n 之 2) 所 实现 的 变换 
这 一 自我 们 研究 由 函数 
到 一 za (n>2) (1.2) 
实现 的 变换 , 并 证 明 除去 可 能 的 例外 点 以 外 , 它 是 处 处 保 角 的 . 
我 们 从 w=x? 开始 ， 这 个 变换 养 清楚 了 ， 一 般 情况 就 不 难 了 ， 

名 二 z* 有 一 个 例外 点 ， 这 个 例外 点 就 是 = 一 0. 在 原点 O 处 
这 个 函数 所 实现 的 变换 不 保 角 ， 

从 原点 O 出 发 习 一 条 射线 OM, 假定 它 和 工 轴 正 向 的 夹 角 
为 (图 2.7). 在 射线 OM 上 的 每 个 点 *， 都 有 argz 一 % 由 复 
数 的 乘法 ， 得 

| 


wl= lal?, 


Argw— 2argz. 
这 样 一 来 , 向 量 z 伸 长 |z| 倍 ， 再 旋转 一 个 角度 argz 一 ?就 得 到 
点 w， 点 z 在 射线 OM 上， 点 w 一定 在 从 点 Of 出 发 的 射线 
O' M' 上 , 射线 O M' 与 x 轴 的 正方 向 的 夹 角 为 2p (图 2. 8). 


四 2.7 图 2.8 
当 点 z 从 点 口 出 发 沿 着 OM 跑 向 无 穷 时 ， 点 思 就 从 点 .O 


“22。 


出 发 沿 着 O'M” 跑 向 无 穷 。 由 此 可 见 , 函数 w=z 把 与 x 轴 正 
向 夹 角 为 9 的 射线 变 为 与 轴 正 向 夹 角 为 2p 的 射线 . 

现在 考虑 过 原点 O 的 两 条 射线 OM, 与 OM:， 它们 与 x 轴 
正 向 的 夹 角 分 别 为 上 与 Pa， 不妨 设 mV 于 是 OU 与 OM; 
间 的 夹 角 为 9: 一 p。 设 函 数 ww 一 把 OM, 变 为 OHMi， 把 OM。 
变 为 O'M;, 由 前 面 的 讨论 知道 , 它们 与 辅 正 向 的 夹 角 分 别 为 
28 上 与 28。 这样 一 来 , O01Mi 与 O'Mi 间 的 夹 角 将 是 2p 盖 29 一 
2 (9 盖 9 小 ,这 就 是 说 ， 在 变换 w 一 z: 之 下 ， 两 直线 在 原点 的 
夹 角 被 放大 成 两 倍 ， 不 难看 出 ， 交 于 原点 和 的 两 曲线 疗 的 夹 角 也 
将 放大 两 倍 . 于 是 我 们 得 出 结论 : 变换 w=z? 在 点 z=0 是 不 保 
角 的 、 

下 面 我 们 来 证 明 , 只 要 z 隆 0, 则 变换 ww 一 zx? 在 z。 就 是 保 角 
的 ， 因 面 原点 * 一 0 是 这 个 变换 的 唯一 例外 点 . 

任 取 一 点 x。 天 0, 并 考虑 过 点 zx 的 一 条 曲线 工 , 假定 在 变换 
z% 一 对 之 下 ， 曲 线 工 的 像 曲线 为 工 ， 工 ”过 点 wo 一 用 

在 曲线 工 上 另 取 一 点 nm 天 zo， 连 接 zo 与 mn 得 工 的 一 条 割 
线 . 在 L 上 有 相应 的 一 点 wi 一 节 ， 连 接 ws 与 tw 得 L 的 一 
条 证 线 (图 2. 9)， 我 们 来 比较 这 两 条 割 线 的 方向 , 在 曲线 过 上， 


i 了 
w. 


1 


2 ww, 


国 2.9 
向 量 za 一 za 的 方向 就 是 课 线 的 方向 ,在 曲线 上, 向 量 w 一 
ws 的 方向 就 是 相应 割 线 的 方向 我 们 知道 ,向量 的 方向 是 由 幅 
角 来 表示 的 ,所 以 我 们 只 需要 计算 arg Cw 一 wo)/(zi 一 如). 事实 
上 ， 
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一 argf(z: 十 zxo). 
可 见 两 割 线 间 的 夹 角 为 argz: 十 zo). 由 此 我 们 可 以 进一步 得 到 
曲线 工 在 z 的 切线 与 曲线 工 在 ww 的 切线 间 的 夹 角 了 ， 让 zx 
一 xo， 则 向 量 z; 一 zo 的 方向 将 赵 于 曲线 工 在 ze 的 切线 方向 ， 同 
时 ， 当 zx 时, wy 一 wo， 向 量 w 一 wo 的 方向 将 趋 于 曲线 二 
在 ww 的 切线 方向 我们 有 


limarg =limarg (< 十 zo) 
一 arg2mu 一 argzu。 
这 就 是 曲线 在 rw 的 切线 的 方向 与 曲线 工 在 m 的 切线 方向 
的 差 . 例如 当 x。==1 时 ,argz。 一 0, 这 说 明 两 条 切线 具有 相同 的 
方向 ， 当 x。 一 i 时 ，argi 一 90"， 从 而 两 条 切线 互相 垂直 , L' 在 
wo 的 切线 是 由 了 在 z, 的 切线 绕 正 向 旋转 90* 得 到 的 . 

在 一 般 情况 下 ,曲线 在 wo 的 切线 方向 由 曲线 工 在 z, 的 
切线 方向 旋转 一 个 角度 argz, 而 得 到 . 

现在 我 们 不 难得 出 ,变换 w 一 2 在 zo 关 0 的 保 角 性 了 , 设 两 
条 曲线 工 与 二 交 于 点 xm 天 0, 并 在 点 x。 形成 交角 a. 再 设 在 变 
换 w=* 下 , 曲线 二 与 :的 像 分 别 为 与 ,它们 具有 交点 
wo 一 台 . 上 而 的 讨论 指出 ，L; 在 w 的 切线 方向 是 由 二 的 切线 
方向 施 转 角度 argz。 得 到 的 ， 间 样 的 事情 对 于 L 也 成 立 ， 这 样 
一 来 , 五 与 五 在 rw 的 夹 角 与 与 [在 z 的 夹 和 一样, 即 等 
于 a. 这 就 是 说 , 以 任意 一 点 zo 关 0 为 交点 的 两 条 血 线 间 的 夹 角 
在 变换 w 一 zz 下 保持 不 变 ， 

现在 转向 一 般 情 况 ， 我 们 来 讨论 变换 

w=z* (n>2) 
和 B+ 


Neu AN 


的 保 角 性 ， 读 者 不 难看 出 ， 这 种 情况 与 名 二 z’ 的 情况 几乎 是 完 
全 一 样 的 . - 
首先 , z=0 是 w=x" 的 保 角 性 的 例外 点 , 在 这 一 点 变换 不 
保 角 ， 事 实 上 ， 
lw 一 lz 
argw—nargz. 
借助 于 与 mw 一 2 一 样 的 讨论 ,我们 得 出 结论 ， 在 变换 芭 一 z” Cn 
之 2) 之 下 ， 交 于 原点 的 两 曲线 间 的 夹 角 被 放大 成 售 . 
其 次 , 我 们 证 明 , 只 要 zo 尖 0, 则 变换 ww 二 z" 在 z。 就 是 保 角 
的 . 仍 考虑 两 条 曲线 工 与 7', 它们 分 别 过 zo 与 ze 的 像 点 ru 一 
如. 为 了 研究 曲线 工 在 点 xz 的 切线 方向 与 曲线 L' 在 点 wo 的 切 
线 方向 的 变化 ， 我 们 在 工 上 另 取 一 点 +， 相 应 地 , 在 IL 上 有 
点 ww， 然后 考虑 极限 


Ww 


limarg 四 
rl 


由 读者 热 知 的 公式 
好 一 台 一 (和 一 za) (十 szo 十 … 十 zz3 2 二 区 7， 
我 们 得 到 


rg 
. 一 arg (wT 十 对 0 十 十 2 十 吉 1) 
于 是 ， 
limatg 思 一 2 一 limarg (zt-1 十 oszo 十 二 二 
He 
=argnz?! 
=argn arge?”! 
一 (一 1)argzo, 


这 就 是 说 , 曲线 1 在 me 的 切线 方向 由 曲线 工 在 zx, 的 切线 方向 
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族 转 一 个 角度 Ce 一 1)argze 而 得 到 ， 运 用 对 变换 zw 一 xz 在 zo 了 0 
所 作 的 相同 的 讨论 , 我 们 就 得 到 了 zw 一 z 在 天 0 的 保 角 性 了 . 


1.4 多 项 式 函数 
我 们 用 
户 (z) 一 aoz "十 az 十 … 十 ao ie 十 au 《1.3) 
表示 复 系数 的 多 项 式 ,这 里 aya;,…，a, 是 复数 . 考虑 由 函数 
w=p(z) 


所 实现 的 变换 的 保 角 性 . 根据 代数 基本 定理 ,多 项 式 P(z? 有 = 
个 复 根 ( 见 第 五 章 8 3). 设 彼此 不 同 的 根 为 


a (kn), 
它们 的 重 数 分 别 为 ,1s，…， ， 则 
P= za) (sa) ze. 


现在 可 以 研究 w= 二 pz) 的 保 角 性 了 . 首先 指出 ， 若 根 a 
的 重 数 之 2, 则 a 是 一 个 保 角 性 的 例外 点 . 换言之， 映射 mw 一 
plz) 在 这 样 的 点 不 保 角 . 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 任 取 一 个 根 a， 
并 很 定 它 的 重 数 /之 2. 这 时 w 二 p(z) 可 表示 为 下 述 形式 : 

w=p(z)={z—a) Q(z), 22，Q(Co) 天 0. 

衣 数 凤 一 记 (z) 将 = 一 “ 映 为 zw 一 0. 过 2 二 a 的 曲线 工 被 映 为 
过 w=0 的 曲线 二. 和 前 面 一 样 ,为 了 找 出 切线 方向 的 变化 ,在 
工 上 另 取 一 点 <, 并 在 L' 上 找 出 它 的 像 点 w. 当 z 沿 工 趋向 于 
4 时 ,向 量 z 一 a 的 极限 位 置 就 是 曲线 工 在 点 z=a 处 的 切线 位 
置 . 同时 , 当 x 沿 工 赵 向 于 za 时 , 点 ww 就 洛 L' 趋向 于 点 z 
一 0, 向量 w 的 极限 位 置 就 是 曲线 亏 在 点 w= 二 0 处 的 切线 位 置 ， 
我 们 有 下 面 的 计算 ， 


也 一 0 
一 将 


人 一 加 (2) 
Zz 


—a 


limarg =limarg 
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=lim[(— Darg(z—a) +argQ(z)]. 
现在 设 工 在 x 二 a 处 的 切线 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 8，L' 在 点 色 
一 0 处 的 切线 与 a 轴 正 向 的 夹 角 为 p, 那么 , 由 上 面 的 计算 可 得 
如 下 结果 : - 
f=0+argQ (a), {1.4) 
读者 由 这 个 结果 不 难得 出 ， 两 条 以 为 项 点 的 曲线 间 的 夹 角 在 
变换 wp(z) 下 将 被 放大 4 倍 . 这样 一 来 ,在 p(z) 的 /之 2 级 零 
点 处 ,变换 由 二 p(z) 是 不 保 角 的 
由 公式 (1.4) 可 看 出 , 当 1=1 时 ,变换 w=p(z) 在 z=a 处 
是 保 角 的 . 所 以 保 角 性 的 破坏 号 由 于 项 妈 的 存在 . 我 们 自然 会 
问 , 除 了 多 项 式 p(x) 的 /之 2 级 零点 外 还 有 没有 其 它 点 酸 坏 变 
换 的 保 角 性 呢 ? 如 何 判别 一 个 点 是 不 是 保 角 性 的 例外 点 呢 ? 
给 定 任意 一 点 z。， 考 虑 多 项 式 
QQ)=p(2) —plro). 
我 们 注意 到 由 w 一 Q(z) 所 实现 的 变换 与 二 pl) 所 实现 的 变 
换 仅 差 一 个 平移 . 若 名 =Q(z) 在 z 是 保 角 的 , 则 zw 一 #(z) 在 四 
也 是 保 角 的 ,反之 亦 然 . 所 以 我 们 只 要 研究 也 二 Q(z) 在 和 的 保 
角 性 就 可 以 了 .Q(z) 仍 是 一 个 多 项 式 ,并 且 e 是 它 的 一 个 零点 ， 
不 妨 设 x。 是 Qt(z) 的 /级 零点 .于 是 我 们 有 
Q(z)=(2—z)Q (zs Q(z0) 0. 
由 前 面 讨论 , 当 /之 2 时 ,w= 一 Q(z) 在 zx 是 不 保 角 的 ; 当 z=1 时 ， 
==Q@(z) 在 = 是 保 角 的 ， 
从 上 面 的 讨论 我 们 知道 ,除了 p(z) 的 1 之 2 组 零点 外 ,还 可 
能 有 别 的 点 是 保 角 性 的 例外 点 . 但 是 我 们 仍然 不 清楚 这 样 的 点 
如 何 去 找 ,它们 总 共有 多 少 . 为 了 乔 清 楚 这 些 问题 我 们 从 男 外 的 
角度 去 考虑 ， ， 
“上 天 的 济 论 告诉 我 们 ,z 是 变换 wp(w) 的 保生 性 的 例外 
:a7 


点 的 充 要 条 件 是 p(z) 一 pCzo) 有 如 下 的 分 解 式 : 

pz)—plzo) = (2—r) Q(z), Q(z0) A0, 
并 且 1 守 2， 这 一 条 件 可 归结 为 

lim PE) Jims) Q(z) 0. 

Zo rm 、 
由 (1. 3)， 

pple) 1 

Zz—zo zzo” 
{aoCz"—28) 十 at(z a) 二 二 a1 (zz0)} 
=aolz™! eo 二 "十 2 十 20  ) 
十 ae 十 zo 十 十 ze 十 #0 人) 十 十 G1 

取 极 限 ,我 们 有 


lim 2 PE aor tt Cn— Day? ta 
yy zo 


这 样 一 来 ,z。 是 wp(z) 的 保 角 性 的 例外 点 的 充 要 条 件 为 
maoz3 1 十 (n 一 1}ai29 十 十 Qs 1 二 0. 

我 们 将 上 式 左 边 的 多 项 式 叫做 函数 wp(z) 的 导 材 数 ,并 记 为 

p' (2)=naow t+ (nC— Dear + 二 Tart. (1.5) 
有 了 通 数 w 二 p(z), 我 们 不 难 立刻 求 出 它 的 导 函 数 . 例如 ,车 ww 
二 z, 则 w' 一 3z'; 如 果 w=4z7 十 6, 刚 w' 二 8z; 等 等 . 

总 结 上 面 的 讨论 ,我 们 有 如 下 的 定理 ， 

定理 设 w=p(z),p(z) 是 由 (1.3) 给 出 的 x 次 多 项 式 , 那 
么 ,由 函数 w= p(x) 所 实现 的 变换 在 复 平面 上 的 每 一 点 z 都 是 
保 角 的 ,但 最 多 除去 C* 一 1) 个 例外 值 ,这 些 值 是 由 (31, 5) 式 表示 
的 p'(z) 的 要 

这 个 定理 告诉 我 们 ,p(x) 的 导 函 数 的 零点 都 是 了 w=p(z) 所 
实现 的 变换 的 保 角 性 的 例外 点 . 这 个 结论 可 以 推广 到 比 多 项 式 
更 一 琢 的 备 数 类 中 去 . 设 呈 二 fz) 是 一 个 更 一 般 的 广 数 ,定义 
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于 某 一 复 区 域 D, 设 ze DD, 并 假定 下 述 极限 存在 : 

f(z) f(z0) 

lim Te 

由 上 面 的 证 明 可 看 出 , 使 这 个 极限 取 零 的 点 zo 就 是 保 角 性 的 例 
外 点 . 


82 两 个 实例 


2.1 地 图 制作 

保 角 变换 有 着 广泛 的 应 用 ， 其 中 一 个 重要 方面 就 是 将 它 应 
用 于 制图 学 上 . 

绘制 地 图 就 是 将 地 球 表 面 的 一 一 部 分 表示 在 一 张 平面 上 . 甫 
示 方 法 自然 是 多 种 多 样 的 ， 所 以 我 们 应 当 首先 弄 清 楚 ， 什么 样 
的 地 图 才 算 一 张 完善 的 地 图 ， 有 了 一 个 标准 ， 我 们 就 可 以 来 改 
警 自 己 的 方法 ,使 之 尽量 完善 

一 张 完善 的 地 图 应 当 具备 下 面 两 个 条 件 : 

1 所 有 的 线段 都 按 同 样 的 比例 伸缩 ， 

2) 所 有 的 角度 都 保持 不 变 

提出 这 样 两 个 要 求 是 很 自然 的 ， 当 我 们 去 旅行 ， 或 到 某 地 
出 卷 时 ， 自 然 希 望 手头 有 一 张 可 供 使 用 的 地 图 ， 地 图 指 给 我 们 
的 方位 是 正确 的 ， 指 给 我 们 的 距离 是 准确 的 ， 因 而 方向 与 上 距 离 
是 构成 一 张 完善 地 图 的 两 个 基本 要 素 . 

从 数学 上 来 看 ,绘制 一 张 池 图 就 是 建立 一 个 从 球面 到 平面 
的 映射 或 变换 ， 这 个 脆 射 是 -一 的 ， 并 保持 所 有 的 角度 和 长 度 
《或 者 长 度 的 比例 ) 不 变 ; 这 可 能 中? 或 者 说 ,这 样 的 映射 存在 

. 29*» 


吗 ? 生活 经 验 告诉 我 们 , 这 的 确 值得 怀疑 ,请 找 一 块 乒乓 球 皮 ， 
试 着 把 它 展开 到 平面 上 ， 既 不 允许 把 它 白 开 ， 也 不 允许 把 它 折 
要 ， 你 会 发 现 ， 这 是 不 可 能 的 。 这 个 经 验 告诉 我 们 ， 从 球面 到 
平西 的 饭 保 持 角 度 又 保持 长 度 的 一 一 的 映射 是 不 存在 的 ， 下 面 
我 们 给 一 个 证 明 . 

假定 这 祥 的 映射 是 可 能 的 ， 设 p»、9 是 球面 上 的 两 个 不 同 
点 , 荆 是 球面 上 任意 一 条 连接 pp 和 4g 的 线 眉 ， 再 令 pr、g' 和 
工 ' 是 在 这 个 映射 下 p、g 和 工 在 平面 上 的 像 ， 由 于 映射 保持 长 
度 , 所 以 工 和 上 L' 等 长 如 果 工 是 球面 上 的 短程 线 ， 即 它 的 长 
上 度 小 于 球 画 上 任何 其 它 连 接 p 和 9 的 线 眉 的 长 度 , 闭 末 L' 也 必 
然 短 于 在 平面 上 连接 p' 和 g' 的 任何 其 它 线 段 的 长 度 . 我 们 知 
道 , 坪 画 上 的 短程 线 是 直线 段 , 面 球面 上 的 短程 线 基 大 圈 邓 ,由 
此 得 出 结论 ， 球面 上 的 大 图 弧 必然 映 为 平面 上 的 直线 段 ， 特 别 
地 ， 由 大 加 组 丰 的 于 全 宇 角形 的 各 过 必然 了 为 平面 上 直线 中 
组 成 的 平常 的 三 角形 的 各 边 ; 
”” 另 一 方 甸 、 根 据 映射 的 保 角 性 ， 球 画 三 角形 的 各 个 角 必 等 
于 平面 上 相应 三 角形 的 对 应 角 ， 但 是 在 平面 上 三 角形 的 内 角 和 
是 180"， 而 球面 三 角形 的 内 角 和 是 大 于 180" 移 这样 一 来 ， 从 
球面 到 平面 的 完善 映射 是 不 存在 的 。 如 亲 读 者 对 于 球面 三 角形 
的 内 角 和 大 于 180* 这 一 事实 不 狮 道 的 话 ， 也 不 难 共 ~- 类 特例 中 
看 出 ， 球 夯 的 每 条 经 线 都 通过 北极 ， 并 且 与 未 这 泰 直 ， 即 与 源 
道 交 成 直 有 多 ， 于 是 本 由 亢 杂 连 摊 北 极 与 霄 道 的 经 绩 段 和 赤道 组 
起 的 球面 三 角形 中 ， 两 三 角 的 和 是 180"， 所 以 整个 球 画 三 角形 
的 内 角 和 显然 大 于 180". 

其 实 早 在 18 世纪 之 前 人 们 可 能 已 经 从 直观 上 清楚 了 不 能 
把 球 匣 如实 的 映射 到 平面 上 ，18 世纪 数学 家 科 的 工作 揭示 了 ， 
具有 柱 亲 、 骏 面 等 所 请 可 属 曲 而 才能 有 这 样 的 映射 :并 县 证 明 
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了 ， 如 果 从 球面 到 平面 的 映射 能 保持 原来 的 长 度 ， 则 将 能 保持 
所 有 的 几何 性 质 ， 由 于 从 球面 到 平面 的 映射 不 能 保持 全 部 几何 
性 质 ， 所 以 人 们 便 把 注意 力 集中 到 保持 角度 的 映射 上 去 了 . 


2.2 球 极 投影 

“在 第 一 章 我 们 已 经 指出 ,一 个 点 列 zs za … zz … 以 
oo 为 极限 就 是 当 充分 大 时 ,所 有 的 点 都 落 在 以 原点 为 加 心 ,起 
够 大 数 为 半径 的 贺 外 ， 对 此 我 们 给 一 个 简单 的 几何 解 帮 考虑 
一 个 半径 为 1， 中 心 在 原点 的 球面 5S， 它 在 三 维 空间 的 方 和 为 

ZI 十 zi 十 x 一 1， 

点 〈0，0，1) 称 为 北极 ， 记 作 N. oz,z; 平面 是 复 平面 C. 复 
平面 与 球面 8 交 于 赤道 (图 2. 10). 


Xs 


图 2.10 
现在 我 们 用 球 而 上 的 上 玉生 复 数 为 此 ,将 点 Z 用 直线 
与 北极 N 连接 起 来 ,并 交 球 面 5 于 点 Z. 当 |zi<1 时 ,2Z 在 下 
半球 面 上 ， 当 |z|>1 时, Z 在 上 半球 面 上 ; 若 |z| 一 1， 则 2 二 
vBls 


z, 这 样 一 来 ,每 个 复数 可 由 球面 上 的 一 个 点 来 表示 . 反 过 来 , 球 
面 上 任 一 点 ZN,Z 与 N 连 线 也 只 与 复 平面 C 交 于 一 点 < 除 
了 北极 N= (0, 0, 1) 外 , 这 种 对 应 是 一 一 的 - 当 |z| 一 co 时 ， 
之 趋向 于 N， 因 此 ， 很 自然 在 复 平面 C 上 引进 一 个 理想 点 ， 称 
为 无 穷 远 点 ， 与 点 N 相对 应 , 这 个 点 记 作 oo. 加 上 无 穷 远 点 的 
复 平 面 称 为 扩充 的 复 平面 , 记 作 C- 或 C. C- 与 球面 9 的 点 建立 
起 来 的 一 一 对 应 关系 称 为 球根 投影 . 

这 样 ， 在 复 平面 上 我 们 承认 有 唯一 的 无 穷 远 点 ， 对 于 无 穷 
远 点 ， 其 横 是 十 c， 页 幅 角 是 不 定 的 ， 在 扩充 复 平面 十 ， 任 何 
一 条 直线 都 通过 无 穷 远 点 . 

下 面 我 们 根据 球 极 投影 的 几何 构造 ， 来 推导 变换 公式 ， 设 
?二 ZI 十 iy， 对 应 的 Z 一 (ztyzayzs), 过 点 Z 和 2 的 直线 上 的 点 可 
表示 为 

tN+(I—t)z, 一 co<t< 十 co 
即 
《(1 一 DDz Dy) 一 co<t<coo。 
球面 8 的 方程 是 对 十 对 十 对 一 1, 于 是 与 点 Z 对 应 的 :满足 


= (0) yt 
1 一旦 一 《1 0) +y). 
本 为 * 关 ce, 所 以 tz 天 1, 于 是 
sty 1 - 1 一 
-I 1 (2.D 
最 后 得 到 点 Z 的 坐标 是 
pe 
Ti 一 人 xz 一 Tz 十 六 ， 
nd-09 一 于 攻关 C2.2) 
1 
Tt 
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反 过 来 ， 由 了 的 坐标 〈z，z，z) 可 以 表示 出 它 所 对 应 的 2 
一 为 二 如 二 帮 十 i 《2.3) 
< 二 " 
现在 我 们 利用 上 述 公式 来 证 明 球 极 投影 的 一 个 重要 性 质 ， 
在 球 极 投影 变换 下 ,平面 上 任何 一 个 贺 周 都 变 成 球面 上 的 图 局 ， 
反之 亦 然 , 这 里 值得 注意 的 是 , “图 周 ” 一 词 应 当 作 广 义 的 理解 : 
直线 算 作 半 径 无 穷 大 的 图 周 . 
事实 上 ，zy 平面 上 任 一 回 属 的 方程 具有 形式 
Alz+y)+Brt+Cy+D=0, (2.4) 
其 中 4、5、C 与 都 是 实数 ， 当 A=0 时 , 方程 〈2.4》 表示 
一 条 直线 . 为 了 确定 球面 上 的 对 应 曲线 , 把 方程 (2. 4) 中 的 z 
和 yy 用 们 通过 Zl Ze 和 和 zy 的 表 汉 式 来 交换 ， 不 难得 到 ， 


或 

有 ri: 十 Cza 十 (4 一 万 )za 十 万 一 0. (2.5) 
这 个 方程 是 一 次 的 ， 所 以 表示 一 个 平面 ， 注 意 到 点 (x1，zs，: 
为) 还 在 球面 3 上 ， 从 面 点 在 平面 (2，5) 与 球面 8 的 交 线 上 ， 
也 就 是 说 在 球面 上 形成 一 个 图 周 . 

反 过 来 ， 很 容易 知道 球面 3 上 任 一 个 图 属 都 变 成 复 平面 的 
圆周， 这 是 因为 利用 系数 的 任意 性 总 可 以 把 平面 表示 成 (2，5) 
的 形状 ， 显 然 ， 当 4 一 0 时 , 平面 (2，5) 过 北极 N (0，0， 
]D， 所 以 只 有 在 球 而 的 加 局 通过 北极 的 情形 下 ， 这 个 圈 周 才 变 
成 直线 .从 几何 上 看 ,这 个 事实 是 明显 的 ， 因 为 与 平面 上 的 二 
读 相 对 应 的 球面 上 的 加 属 ， 必 须 经 过 平面 上 光 穷 远 点 的 怕 点 
NW. 


球 极 投影 的 另 一 重要 性 质 是 ， 保 角 性 ， 具 体面 言 ， 让 我 们 
在 球面 8 上 考虑 相交 某 一 点 M 的 两 条 球面 曲线 ,并 假定 这 两 条 
1 33. 


球面 曲线 的 交角 为 *， 部 这 两 条 曲线 在 点 的 的 切线 的 交角 为 = 
《图 2. 11)， 设 点 于 在 复 平面 C 上 的 球 极 投影 为 W'， 两 条 曲线 
的 球 极 投影 在 M 的 切线 构成 某 一 交角 a’。 我 们 来 证 明 a 一 a’ . 
郑 球 极 投 影 保持 角度 不 变 ， 为 此 ， 我 们 首先 注意 到 ， 当 昔 线 的 
钊 线 趋向 于 曲线 的 切线 时 , 割 线 的 投影 也 就 趋向 于 切线 的 投影 ， 
而 同时 也 趋向 于 这 条 葛 线 的 投影 的 切线 ， 由 此 可 见 ， 球 面 5 上 
两 条 曲线 的 切线 的 投影 就 是 复 平 页 C 上 两 条 投影 曲线 的 切线 . 


中 2.11 
设 球面 $ 在 点 N 的 切 平面 为 x， 显然 切 平面 平行 于 复 平 
面 C. 现在 让 我 们 延长 两 条 球面 复线 的 切线 , 使 它们 与 切 平面 
交 于 点 4 和 B. 易 见 A4NBseA4MB, 这 是 因为 4B 是 两 个 三 
角形 的 公共 边 , 4N 与 4M 是 从 同一 点 出 发 的 两 条 球面 的 切线 ， 
所 以 N= A 了 MM, 间 理 ，BN=BM.- 因此， /ANB AMB= 
2 现在 看 投影 曲线 的 切线 ， 其 中 一 条 是 平面 4 与 复 平面 C 
的 交 线 , 另 一 条 是 平面 NBM 与 复 平 而 C 的 交 线 ,它们 各 与 AN 
与 BN 平行 . 从 而 它们 的 交角 a FLANBTe 这 就 是 我 们 
权证 明 的 、 
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球 极 投影 为 我 们 提供 了 一 种 绘制 地 图 的 方法 ， 以 这 种 方式 
给 出 的 地 图 保持 各 个 方向 的 交角 不 变 ， 但 是 不 能 保持 长 度 的 比 
例 不 变 .图 2. 12 的 左 图 是 在 球 极 投影 下 格陵兰 的 地 图 . 


70° 60" 50 40* 30° 20" 
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图 12 

利用 球 极 投影 绘制 地 图 在 历史 上 出 现 得 很 早 。 托 勒 窗 
《ptolemy ,Claudius , 逝 于 公元 168 年 ) 在 他 的 “ 平 球 法 ”中 用 
了 球 极 平面 投影 ， 他 还 发 明了 一 种 内 面 投影 法 ， 就 是 把 地 面 上 
的 一 块 区 域 从 地 心 投射 到 一 个 与 球面 相 切 的 锥 耐 上 . 、 

图 2. 12 的 左 图 是 借助 公式 

z" 一 log |z| 十 zargz 
由 右 图 得 出 的 .这 种 投影 法 种 为 守 卡 托 投影 ， 是 荷兰 科学 家 次 
卡 托 (Mercator, 1512 一 1594) 发 明 的 ，, 在 这 张 图 上 纬 线 和 经 线 
是 直线 ， 经 线 是 等 算 的 ， 但 纬 线 的 间 晤 是 递增 的 ， 使 之 保持 经 
度 一 分 和 纬度 一 分 的 长 的 比值 ， 这 种 地 图 的 优点 之 一 是 ， 地 图 
上 相互 两 点 的 罗盘 方位 是 正确 的 
， 35 


兰 伯 特 (J. H. Lambert, 34728 一 1777) 在 理论 制图 学 方面 
开创 了 一 个 新 纪元 ， 他 对 球面 到 平面 的 保 角 上 映 射 作 了 相当 一 般 
性 的 研究 ， 并 得 到 了 这 种 喘 射 的 公式 ， 欧 拉 在 这 方面 也 做 出 了 
许多 贡献 , 面 且 实际 上 还 画 了 一 幅 俄 国 地 图 , 在 1775 年 提出 的 
两 篇 论文 中 ， 他 证 明了 球面 不 可 能 全 等 地 映 入 平面 。 这 里 他 使 
用 了 复 变 函 数 ， 面 且 讨 论 了 相当 一 般 的 保 角 表示 ， 他 也 给 出 了 
麦 卡 托 投影 和 球 极 投影 的 完整 的 分 析 . 1779 年 拉 格 朗 日 得 到 了 
地 球 表面 的 一 部 分 驶 到 平面 区 域 并 且 把 纬 加 和 经 轩 玫 变 为 网 弧 
的 全 部 保 角 变 换 . 

更 精确 的 地 图 的 绘制 有 束 于 微分 几何 学 与 复 变 画 数论 的 进 
一 步 发 展 ， 自 然 地 也 有 赖 于 测量 仪器 的 进一步 发 展 ， 近 年 来 航 
空 测量 及 卫星 测量 的 发 展 使 我 们 可 以 绘制 出 高 精度 的 地 图 . 


2.3 分 式 线性 函数 
形 如 


w= 


az+é 
ra C2.6) 


的 阔 数 称 为 分 式 线性 函数 ， 其 中 c、6、c、< 是 固定 的 复数 ， 并 
且 ed 一 夫 0， 这 是 因为 杏 则 线性 函数 (2, 6) 就 与 z 无 关 了 . 反 
过 案 ，z 也 可 以 用 名 表示 出 来 : 

wT ee (2.7) 

因而 由 敌人 6) 所 决定 的 对 应 关系 是 双方 单 值 的 . 点 z 一 一 2/e 

对 应 于 ww 平面 上 的 无 穷 远 点 ， 而 点 w=a/c 对 应 于 z 平 面 上 的 
无 穷 远 点 . 

画 数 (2. 6) 是 一 个 非常 量 要、 非常 有 用 的 函数 , 它 有 许多 奇 

抄 的 性 质 , 这 使 得 它 在 近代 函数 论 中 变 成 一 个 非常 基本 的 工具 . 

本 书 只 能 涉及 它 的 一 些 最 简单 的 柱 质 及 应 用 ， 为 此 ， 我 们 把 它 
9 36， 
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分 解 为 更 基本 的 变换 ， 直 接 作 除 法 ， 得 


w= L434 aqd ‘a (2.8) 
当 c=0 时, (2. 8) 退化 为 线性 函数 , 我 们 在 前 面 已 经 研究 过 了 ， 
故 可 设 c 天 0， 令 

mt 
这 是 一 个 平移 ， 再 令 


zz 二 一 
1 


则 w= 
利用 前 面 对 线 性 函数 的 研究 , 我 们 可 将 分 式 线性 变换 (2. 6) 分 
解 为 下 述 四 种 基本 变换 : 

1) w=z+a, 

2) w=e?z，0 为 实数 ， 

3) w=rz, r>0. 


la 
«Za 


4) w= 
前 三 种 变换 我 们 已 经 清楚 ， 仿 看 w= 二. 令 
2 一 和 . . (2.9) 
则 ”w= 区 . : C2.10) 


设 zr(cos9 十 isin8), 则 
24 一 r(cosb 一 ising) ， 
这 个 映射 是 关于 实 灿 的 对 称 , 模 相等 ,而 焰 角 差 一 负 号 , 即 角度 
改变 了 方向 . 这 是 反 向 保 角 的 ,我 们 称 它 为 第 二 类 的 保 角 变 摸 . 
下 面 看 w==1/z1. 设 w=p(lcosg 十 ising) ,zi 一 r (cos8' 十 


EE 


ialng' ) ,那么 ,我 们 立刻 有 p== 士 , p=. 
这 个 变换 使 幅 角 保持 不 
变 ， 而 模 变 为 倒数 . 设 C 
表示 以 原点 为 图 心 以 1 为 
半径 的 圆 ， 这 个 变换 把 再 
内 的 点 变 到 图 外 , 点 ze 在 
Oz 的 连 线 上 ， 它 们 模 的 
乘积 等 于 1， 这 个 变换 称 
为 关于 山 C 的 反 演 〈 图 
2.13). 我 们 把 点 zi 与 w 
称 为 关于 图 C 互相 对 称 . 
卓 2.13 当 zyYc 时 ,wrcs 当 一 
0 时 , mw->oo. 这 个 变换 改 
变 了 角度 的 方向 ， 也 是 第 二 类 的 保 角 变换 . . 
变 焕 x1 一 z 与 w= 二 1/z 复合 起 来 就 得 到 原来 的 变换 由 = 
1/z, 它 是 保 角 的 .实际 上 我 们 可 以 利用 $ 1 中 关于 保 角 性 的 讨 
: 论 直接 讨论 极限 


团 它 总 否 为 零 、 事 实 上 ， 
: 1 1 
和 lim 1 


lim elim i 


0 ze 0 
洛 so 时 ,这 个 不可 能 和信， 所 以 曙 数 所 
的 婴 射 亚 = 闪 0 处 是 保 角 的 . 


由 些 ， 将 四 种 基本 变换 复合 起 来 就 得 出 分 式 线性 变换 的 保 
角 性 ， 读 者 也 不 难 借助 求 极限 直接 证 明之 、 
8， 


- 分 式 线性 变换 的 另 一 个 重要 性 质 是 它 的 保 国 性 ， 即 加 在 分 
式 线性 变换 下 的 像 仍 是 圆 ， 不 过 与 2. 2 一 样 ， 我 们 需要 对 于 贺 
的 理解 加 以 推广 ， 这 里 的 圆 包括 直线 ， 直 线 理解 为 半径 为 无 穷 
大 的 图， 这 样 一 来 ， 在 分 式 线性 变换 下 ， 直 线 或 贺 的 像 仍 是 直 
线 或 贺 ， 


由 于 分 式 线性 变换 可 分 解 为 
1) w—uaz+b 
与 2) w= 
的 复合 ,所 以 只 要 证 明 这 性 硕 对 与 2) 成 立 就 可 以 了 。 网 
局 的 方程 可 以 写 为 
4 十 入 十 maz 十 my 二 一 0. (2.11) 


当 4 一 0 时 ,方程 (2. 11) 表 示 直 线 ,方程 (2. 11)? 可 以 等 成 党 
形式 ; 
Azz+ Bz+Bz+C=0, (2.12) 
其 中 4、C 都 是 实 常数 . 
w 二 az 十 5 的 保 圆 性 前 而 已 经 讨论 过 ,因而 现在 只 需 讨 论 变 
换 w=1/z 的 保 园 性 ,把 w= 士 代入 (2.12) ,得 ， 
4 城 + 吾 + 和 +C=0， 
去 掉 分 母 得 
A+Bwt+ Bw+ Cw =0. (2.13) 
方程 (2. 137 在 mw 平面 上 仍然 代表 国 周 , 当 c=0 时 , 它 表 示 一 条 
直线 . 
这 样 ， 我 们 看 到 了 ， 分 式 线性 变换 保持 可 周 不 变 . 


2.4 侨 可 夫 斯 基 截 线 
下 面 我 们 讨论 儿 个 简单 函数 所 实现 的 保 角 肌 射 这些 映射 
，39。 
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无 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 中 都 是 很 有 用 的 这些 映射 是 : 

D :2 一， 

2) 2 一 2 

3) w= z+ 二 ]. 
最 后 一 个 函数 叫做 偶 可 夫 斯 基础 数 ,我 们 在 第 一 章 已 经 见 过 了 . 
它 是 以 俄国 科学 家 俑 可 夫 斯 基 (Zhukovsky, 1847 一 1921) 命名 
的 ， 因 为 需 可 夫 斯 基 成 功 地 将 这 个 函数 应 用 到 机 辟 理 论 的 研究 
中 . 


考虑 贺 弧 !， 它 与 实 轴 的 交点 是 一 as 和 a， 与 乱 轴 的 交点 为 
后,4>0, 将 沿 图 酸 上 有 裂缝 的 平面 映射 为 w 平面 上 中 心 在 点 
好 且 通 过 一 a 和 a 的 加 G 的 外 部 《图 2. 14). 


(a) 人 b) 
图 2 二 


* 设 在 点 a 处 强 的 切线 BK 与 实 轴 负 方向 的 夹 角 为 a, 则 由 
wo 


点 a 到 反 所 引 的 射线 与 实 轴 的 负 方向 所 夹 的 角 为 凶 - 事实 上 ， 
设 C 是 弧 ! 的 中 心 ， 4、B、DD 分 别 是 数 一 4、a、 所 的 对 应 点 ， 
则 人 BCD=a,， 于 是 人 CDB= DEC 一 了 一 也、 但 因 人 KBC= 


子 ， 所 以 KBD= 卫 。 因而 人 DBO 一 也， 由 此 可 知 , 在 z 平 而 
上 由 点 在 到 点 4 的 半径 与 实 轴 负 方向 所 夹 的 角 也 是 所， 而 在 点 


«处 圆周 的 切线 与 实 轴 正 方向 间 的 夹 角 等 于 也 一 他， 要 想 求 出 


能 实现 所 要 求 的 映射 的 函数 ， 需 先 将 沿 弧 了 有 裂缝 的 = 平面 和 
w 平 而 上 圆 G 的 外 部 映射 到 同一 个 辅助 区 域 ， 

为 此 ， 考 虑 画 数 
ze 
它 将 沿 弧 /有 裂 儿 的 z 平面 映射 为 沿 一 条 射线 有 裂 急 的 上 平面 
(图 1. 15)， 事 实 上 ， 这 是 一 个 分 式 线性 变换 ， 它 有 保 圆 性， 它 
将 a4 映 到 0O, 和 将 一 a 揣 到 co， 从 而 将 过 a 与 一 a 的 贺 弧 映 为 过 品 
与 co 的 射线 . 当 x 沿 实 轴 由 a 向 右 移动 时 ,点 + 也 沿 实 轴 由 〇 向 
右 移动 .这 样 落 数 t 把 x 平面 上 沿 实 轴 z>a 的 部 分 映 为 :平面 
上 的 正 实 轴 ， 由 映射 的 保 角 性 可 推 得 , /在 平面 上 的 像 ， 即 屠 
条 射线 ， 与 正 实 轴 的 夹 角 为 一 a. 

再 考虑 另 一 个 辅助 函数 

一 

它 将 mm 平面 上 的 已 给 圆周 映射 为 了 平面 上 通过 原点 的 直线 (图 
2. 16). ww 平面 的 实 轴 映 为 人 平面 的 实 轴 , 并 且 当 点 w 沿 实 轴 
由 点 a 向 右 移动 时 ,点 了 也 咯 实 灿 由 原点 向 右 移 动 . 由 此 可 知 ， 
“平面 上 风 G 的 外 部 映射 为 包含 正 实 轴 的 半 个 了 平面 , 它 的 边 


t= 


sdl. 
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界线 与 正 实 灿 的 交角 为 于 一 全 ， 即 w 平面 上 已 给 圈 周 在 点 “ 处 
的 切线 的 余 角 . 
不 难看 出 ,函数 
一 了 _ 
将 半 个 下 平面 映射 为 沿 与 实 轴 正 向 炎 角 为 2 地 - 引 = | 
的 射线 有 裂 终 的 ， 平面 . 
这 样 一 来 ， 将 沿 弧 ! 有 裂 终 的 平面 映 为 国 G 外 的 函数 由 等 
式 
{wal’_z—a 
[入 9 z+a 
确定 。 解 此 方程 ， 得 


或 w=t+ Vea 
因为 所 得 关系 式 不 含 上 ,所 以 以 连接 点 一 zc 和 a 的 任何 钢 弧 
为 型 链 的 < 平面 都 映 为 通过 点 一 a 与 a 的 图 局 的 外 部 ， 这 个 贺 
的 中 心 与 已 给 声 和 媳 轴 的 交点 相 重 合 (如 果 把 平面 和 惨 平 画 
42 


看 做 同一 个 的 话 ). 

外 平面 上 包含 图 G 且 与 图 G 切 于 点 a 的 任何 辆 的 外 部 , 借 
助 于 刚才 所 求 得 的 函 教 , 映射 为 包含 弧 ;的 某 条 闭 曲 线 的 外 部 ， 
这 条 闭 曲线 在 点 a 处 有 尖 点 ， 尖 点 处 的 切线 与 红 ? 在 该 点 的 切 
线 相 重合 (图 2. 17)， 这 种 闭 曲线 叫做 锯 可 夫 斯 基 帘 线 ， 颂 可 夫 
斯 基 截 线 的 形状 依赖 于 参数 * 和 如， 也 依赖 于 两 个 加 中心 的 距 
离世 


前 2.17 
由 于 将 备 可 夫 斯 基 稚 线 的 外 部 映射 为 图 的 外 部 的 西数 具有 
非常 简单 的 形式 ， 这 就 使 得 在 计算 绕 雷 可 夫 斯 基 类 型 的 机 姻 的 
环流 时 变 得 非常 方便 . 
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第 三 章 ”法 瑞 序列 与 福特 圆 


$1 法 瑞 序 列 


1.1 法 瑞 序列 

法 瑞 序列 是 一 个 叫 法 瑞 〈Farey) 的 矿物 学 家 发 现 的 ,1816 
年 他 发 表 了 自己 的 结果 ， 但 是 没有 证 明 ， 柯 西 很 快 给 出 了 有 关 
结果 的 证 明 . 在 近代 数论 研究 中 法 瑞 序列 是 一 个 重要 的 工具 , 它 
可 用 来 研究 用 有 理 数 允 近 实效 的 问题 . 

# 级 法 瑞 床 列 指 的 是 位 于 0 与 1 之 间 的 县 约 分 数 生 ， 其 分 


母 < 


级 为 1、2、3、4、5 的 法 瑞 序 列 分 别 是 


-| 
上 


oo 
| 


”2 5 3 4 5° 1° 
这 五 个 序列 中 的 每 一 个 都 是 以 大 小 为 序 排列 它们 的 各 项 的 . 
级 法 瑞 序 列 用 F, 表示 ， 


1.2 法 瑞 序 列 的 性 质 


在 级 法 瑞 序 列 F, 中 ,任何 两 个 相 邻 的 分 数 睫 ， 汪 总 满足 
下 面 的 关系 式 
到 < 二 GD 
或 者 < 《1,. 27 
事实 上 ， 法 瑞 发 现 了 更 精确 的 关系 . 
定理 1 设 生 ， 志 是 "级 法 瑞 序 列 F, 中 的 两 个 相 邻 的 分 
数 ， 若 和 < 二 ， 则 
Rl—hm=1. - (3 
证 明 ， 我 们 用 归纳 法 证 明 这 个 定理 . 
当 n 一 1，2，8，4，5 时 ， 通 过 直接 验证 就 知道 定理 成 立 . 


今 假设 定理 对 成立 。 设 名 是 一 个 不 在 F, 中 的 既 约 分 数 ， 
即 b>n。 这 时 多 将 位 于 天 .中 菜 丙 个 相 邻 分 数 和 和 友之 间 ， 


在 < 了 < CL 
根据 归纳 法 很 设 ，(1，3】 成 立 ， 现 令 

Mo 到 > 

p= ~am+t b>0, 5) 


外 py 是正 整数 ,这 是 (1. 4) 的 结果 . (1. 5) 是 盖 元 一 次 学 程 最 ， 
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从 中 可 以 将 a、5 解 出 来 : 
a=jh+A, 
B= pk 十 Am. (1.6) 
注意 在 求解 的 过 程 中 用 到 了 条 件 1. 3)， 这 样 一 来 ,满足 条 件 
《1L. 4 的 任何 虐 约 分 数 多 都 可 以 借助 《1. 6) 式 通过 适当 的 正 整 
数 A A 表达 沽 来 . . 
反 过 来 ， 对 一 切 4、ypc>0， 我 们 有 


事实 上 ,由 (1. 3) 式 ,hm 忆 刀 ,所 以 
hpht hm) < pht A) 
及 Ch + A) ml pk am). 
这 样 一 来 ,我 们 证 明子 , 满足 (1. 4) 的 一 切 弃 约 分 数 取 下 
述 形式 ， 
工 一 如 十 双 
6b 大 十 
轨 母 5 可取 到 的 最 小 值 是 4 十 1， 这 时 分 数 儿 出 现在 十 1 级 法 
瑞 序 .+ 中 ， 而 不 会 出 现在 F, 中 ，, 于是, A 和 必须 尽 可 能 地 
小 ， 也 就 是 说 ，4 二 1，p 二 1， 这 样 一 来 ， 我 们 有 
a= 有 hl, 6=k 二 m=# 十 1。 
这 个 新 分 数 


， A>1, p21. 


是 注 足 (1. 和 的 唯一 的 属于 Fr. 的 分 数 . 所 以 在 .ns 中 , 它 与 和 


和 和 是 相 令 分数. 现在 我 们 需要 证 明 , 这 个 新 分 数 与 它 的 相 令 分 
数 注 足 (1. 3). 事实 上 ， : : 
. #6+ 


ka—hb 一 大 (十 站 一 让 (有 十 zz) 
. 一 好 一 hm 一 ]. 
同样 地 ， 纺 一 ma =1(& 十 mm) 一 m(h 十 站 
=—mh=1, 
在 hw># 十 1 的 情况 ， 在 分 数 甸 和 二 之 间 没 有 F.11 中 的 


分 数 . 这 时 和 与 二 就 是 .中 的 相 分 分数, 根据 归纳 法 假设 , 它 
们 满足 (1. 3》 式 . 

这 样 ， 我 们 证 明了 ,定理 对 于 "上 1 也 是 成 立 的 . 这 就 完成 
了 定理 1 的 证 明 . 


设 和 和 握 是 级 法 下 序列 ,中 的 两 个 相 邻 项 ,我 们 把 分 数 


+ 
基 当 叫 敏 这 两 项 的 中 项 我们 知道 ,车 多 < 地 ， 则 


ate 
$< 和 < 


定理 设 生 < 竺 < 二 是 法 瑞 序列 中 的 相 邻 项 ， 则 


两 式 相 减 ， 得 
alk+m)—b(h+ =0. 
此 式 等 价 于 定理 的 结论 ， 


1.3 用 有 理 数 逼近 无 理 数 
”、 设 7 是 一 个 元 至 数 .我 们 着 彰 用 以 为 分 母 简 有 理 数 去 通 
. #47* 


近 它 ， 并 且 希 望 光 近 的 程度 尽量 好 ， 我 们 用 法 瑞 序 列 来 解决 这 
一 问题 , 考虑 = 级 法 瑞 序 列 . = 一 定位 于 某 两 个 相 邻 项 多 和 疙 之 
间 ， 即 

< 
3 天 和 下 


到 <r< 生 2 


Hs 
ot 
或 ” 盾 4<r<. 


由 于 中 项 不 在 中 ， 我 人 有 btnt1 Wek 或 者 


atec_ a 
0<r 一 二 < 生生 Dm 


a 
或 者 ”0<5 了 -1<5- 和 -OT <GTT 
这 样 一 来 ， 我 们 证 明了 下 述 定理 ， 
定理 3 对 无 理 数 > 和 任 一 个 自然 数 4， 总 存在 一 个 分 数 
Me 其 分 全 An， 使 得 
-4 |< 
ey kn， 所 以 我 们 有 
A 1 
| 一 外 < 志 
我 们 知道 有 无 穷 多 个 法 璃 序列 ， 因 而 也 有 无 穷 多 个 有 理 数 有 
满足 上 述 关系 式 ， 借 勋 法 瑞 序列 我 们 还 可 将 上 面 的 结果 改 得 更 
好 


定理 4 若是 无 理 数 ， 则 存在 无 穷 多 站 分数 /k， 使 得 
天 1 
盖 天 | 二 这 
证 明 : 考 梅 = 级 法 瑞 序列 , 那么 r 位 于 某 两 个 相 邻 分 数 全 和 
:Ws 


[2 

喜之 间 : 
a 尼 
Fra 


我 们 希望 证 明 


a-l 
rs 或 所 -< 过. (1.7) 


假定 不 是 这 样 ， 则 我 们 有 
a 1 1 
7 和 一空 天 
二 c 1 _b+a 
是， 与- 人 > 砂 + 下 -庆生 
但 是 ， 由 (1. 3) 式 ， 


《1.8) 


mu -和 
这 只 有 在 6 一 4 时 才 可 能 . 由 于 ad 一 和 = 一 1， 所 以 2 一 4 区 涵 必 
一 4 一 1， 央 此 对 于 ”>1 级 法 瑞 序列 〈1. 8) 式 不 会 成 立 ， 这 就 
证 明了 定理 4. 

这 样 一 来 ， 又 引出 了 下 面 的 问题 : 是 否 存在 无 穷 多 个 分 数 


hik 具有 更 好 的 通 近 ， 

"和 |< 志 

这 里 c>2、e 的 最 大 可 能 值 是 什么 ? 
定理 5 对 任何 正 数 c< V5 ,不 等 式 (1.9) 有 无 穷 多 个 解 . 

但 是 , 当 c> V5 时 , 存在 充 理 数 -, 使 得 不 等 式 (1. 9) 仅 有 有 

屿 个 解 . 


定理 的 后 半 部 分 是 容易 证 明 的 . 取 r 一 一 2 
1,.. 然 后 找 分 数 h/&， 使 它们 满足 


(1.9) 


ts 


以 及 0<ea< 


"d9» 


#3|< a a.10) 


2 VER 
如 果 我 们 写 
A_ItVY5_ 9 
站 2 VD 
那么 前 一 不 等 式 指出 , 19| <a<1. 两 边 弱 以 ,并 移 项 , 我 们 得 
AR_V5k, 0 
到 4 一 一 十 7 


两 边 平方 ， 并 重 排 各 项 ， 得 
所 一 忆 一 各 一 0 十 

上 式 的 左边 是 整数 , 当 整 数 及 .都 不 是 零 时 ,左边 不 可 能 是 零 ， 

所 以 我 们 有 
1<|t La 


卫 恕 < 一 o 十 区 


Bk’ 


或 。 #5 全 
这 就 限制 住 了 分 母 x， 这样 对 于 有 限 多 个 上 ,hh 也 只 能 有 有 限 多 
个 . 这 样 一 来 ,对 于 

c= V5 VS5， 


《1. 9) 式 只 能 有 有 限 多 个 解 h/k. 
定理 前 半身 的 证 明 需 要 用 福特 圆 的 概念 .所 以 我 们 暂时 不 


去 证 明定 理 ， 而 来 引进 这 一 新 工具 . 


$2 福特 加 


2.1 福特 圆 的 性 质 


福特 圆 是 由 福特 (L.R, Ford) 引 进 的 一 种 几 每 图 形 , 由 某 些 
+ 80. 


特殊 的 加 组 成 , 而 这 些 贺 又 与 法 瑞 岸 列 密切 相关 . 在 复 平面 = 一 
十 iy 上 研究 这 些 图 更 为 方便 . 
me (4h/&) 来 表示 以 h/k 十 i/2k? 为 中 心 ， 以 1724 为 半径 
”在 复 平面 上 这 些 加 有 下 述 旋 程 ， 


的 下 + 动 ||= = 让 人 了 
它们 都 位 于 上 半 平 面 , 并 且 都 与 zx 轴 相 切 , 切 点 是 z=h/k， 这 
总 图 具有 下 述 的 一 个 重要 而 有 趣 的 性 质 . 

定理 1 药 个 不 同 的 福特 加 从 不 相交 ， 它们 相 切 的 充 要 条 
件 是， 在 某 一 级 法 瑞 序列 中 它们 的 分 数 是 相 邻 分 数 ， 


图 3.1 
证 明 ， 如 图 3. 1 所 示 ， 假定 有 两 个 不 同 的 福特 阅 CCh/&) 和 
CU/m), 其 加 必 分 虽 是 /Fi/24 和 AH/2m 且 Am 一 刀 
关 0. 设 两 个 图/ 必 间 的 中 高 为 4， 则 
xz- 和- 二 | 二 -起 


侍 hi Zi * 
这 两 个 较 的 半径 的 和 的 平方 是 
| 上 1 1 
e| 赤 + 机 : 
留 为 
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所 以 这 两 个 轿 不 会 相交 .两 
圆 相 切 的 充 要 条 件 是 等 式 成 
. 立 ， 即 当 且 仅 当 pm 一 好 一 
土 1. 根 据 §1 定 理 2,h/k 与 
| 人 Lm 是 某 一 级 法 瑞 序列 中 的 

np 加 1 相 邻 分 数 ， 定 理 证 毕 . 
， 在 两 个 圆 C (h/&k) 和 
图 :2 C Um) 相 切 的 情况 下 ,不 
难 把 切 点 的 坐标 找 出 来 . 设 

切 点 为 由 一 xz 十 z， 册 图 3. 2， 


解 出 w: 


(2. 2) 


值得 注意 的 是 , & 是 一 个 有 理 数 . v 的 坐标 也 可 类 似 地 算出 , 结 
果 仍 是 有 理 数 ， 这 样 ， 我 们 得 到 一 个 有 趣 的 结果 福特 圈 的 切 
点 具有 有 理 坐 标 - 

考虑 圆 CC/K);COAD ,CChi/h), 其 中 0<KK<k<hb， 并 
设 分 数 已 /K 和 h/k 在 级 法 瑞 序列 中 是 相仿 分数. 分数 hh/& 
不 在 这 个 法 瑞 序 列 中 ， 如 图 3. 3 所 示 ， 人 稳定 这 三 个 福特 贺 是 彼 
此 相 切 的 ， 由 于 分 数 h/& 与 产 仆 相 邻 ， 又 与 五 /下 相 邻 ,因而 
它 是 hk 与 H/K 的 中 项 : 

[a 2 . 


hh_H+h 


K+k" 
它 在 更 高 级 的 法 瑞 序 列 中 ， 并且 
hh=H+h, k=K+kh. (2. 3) 


在 图 3.3 中 ， 由 三 段 圆 训 组 成 的 三 角形 ， 称 为 项 纪 三 角形 
ABC. 


我 们 现在 已 经 做 好 了 证 明定 理 5 的 前 半 氏 的 准备 工作 . 


2.2 定理 5 证 明 的 完成 
设 r 是 一 无 理 数 . 因为 两 福特 加 的 切 点 的 储 标 都 是 有 理 数 ， 
所 以 直线 < 一 不 会 通过 任何 两 个 福特 圆 的 公共 切 点 。 这 样 一 
来 ， 它 一 定 通过 无 穷 多 个 加 就 三 角形 的 内 部 . 
设 其 中 的 一 个 圆 弧 三 角形 是 由 圆 CCh/k),CCH/K) 和 和 
CGO/) 的 台 组 成 的 . 我 们 可 以 假定 
天 H 
玉 <r< 和 ， (2.4) 
另外 还 有 
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天 二 下 < 各 (2.5) 
设 图 C4/&) 与 图 CCH/K) 的 切 点 是 4, 图 CCh/&) 与 图 CCh/ 
到 ) 的 切 点 为 B, 而 图 CChi/k) 与 因 C(H/K) 的 切 点 为 C; 设 a、 


6、c 是 4、B、C 的 + 坐标 , 由 (2.2) 式 , 我 们 有 
_ 名 HK ，_ 咸 + hhh 十 HK 
好 二 KG Bt BiRY 


这 样 一 来 ， 


c—a= 


hhtHK M+HK 
BTR BTR 
_HKGE—&) +hk (kt KR) h(tK’) 
和 TRV RTEK') 
_EK(HE—hK)+ThhhR — hE) — Kk (Hie ~hR) 
加 (+R ORR) 
对 上 式 利用 $ 1 定理 1, 可 得 
AK+hk— Kh 
TRO RTKD 
再 利用 (2.3) 式 ,最 后 得 出 ， 
kK + —K: 、 
ETEK ” 
又 设 := 关 > ‘ 
于 是 我 们 有 


ca= 


ca= 


c—a= 


ss 
Kts ts417+1)” 
因为 ?十 * 一 1>1 十 1 一 1 一 1 
我 们 断定 “一 >0. 


类 似 地 ,我 们 有 

KK 
(十 
__K+3Kktk 


+) (天 :十 好 ) 


于 十 35 十 1 
RCGTD TGF 
但 是 ,56 一 a 的 符号 可 以 为 正 ,也 可 以 为 负 . 事实 上 ,通过 类 似 的 


计算 ,可 得 


5 一 a 一 


kkK—K’ 
C+R (E+E) 
中 一 5 一 1 


Ri) GT Gt" 


(en 


由 于 
1 ,5、1, ,v5 
st > 于 + ss >0, 


所 以 5 一 a 的 符号 与 
1 


这 里 


有 相同 的 符号 现在 我 们 来 考 直 6>a 和 6<a 这 丙种 情况 ,因为 
6=a 的 情况 不 会 出 现 . 


D 52a 或 > 二 5. 
在 这 种 情况 下 ， 我 们 试图 证 明 ， 


实际 上 ， 在 这 种 情况 下 ， 轿 弧 三 角形 的 机 坐标 的 最 小 信 与 最 大 
值 是 。 和 c， 因 而 我 们 有 
a<r<e<K， 
从 而 
H H 
0< 去 一 ~ <K-a 


H_M+HK 
TR EHR 
kk -二 
KCKR) Kilsi+1)" 


现在 
[el 


因为 根据 假定 ， 第 一 个 因子 和 第 二 个 因子 都 是 正 的 ， 这样， 
3 一 V5s 十 1>0， 
或 者 5+1> V5s， 


所 以 在 这 种 情况 下 ， 我 们 有 
0<R-r< 


1 
V5K:” 
这 正 是 我 们 希望 证 明 的 . 


2) 8<a 或 1<s<< 一 人 
这 一 次 我 们 试图 证 明 “ 


ts. 


1 
“ V5 和 
在 现在 的 假定 下 ( 见 图 3. 4)， 六 和 K 
bace, 
因此 围 3.4 
b<r<e, (2.7) 
我 们 首先 推导 ， 


66+ 


扣 后 十 如 

3 
kk 
Tt)’ 


页， hktHK A 
Eh +tR 
K 
KItH)’ 
二 者 相 减 ,我 们 有 
££ Kk _ (KG—kK) 
HT) kKRTED ETEDCRITA) 
_K: 
hETACRITE) 
这 就 证 明了 (2. 5) 式 ， 由 2 7) 式 ， 我 们 有 
外-< 挟 一 -< 和 外 


再 利用 (2. 8) 式 ， 


八 - 


>0. 


ET 
ssG+1) 
s+ 十 DJ 
现在 我 们 只 需 证 明 
SS 十 1) 一 1 
2 二 GT、 YE. 
用 反 证 法 . 假定 不 是 这 样 , 则 有 
s+D) ~、 1 
Tl) VS 
从 而 sG+1) V5>292 十 25 十 1， 
或 eaCV5 一 2)+sCV5 一 2) 一 1L>0， 


。57， 


1 

3 

或 0<s+s A 

=s+s—(V5+2) 

=[:+ 和 + 玉生 |。 + -于 后 


-+ 全 打 全 | 


这 是 不 可 能 的 ， 因 为 我 们 已 经 假定 了 :一 二 一 <0. 


这 样 一 来 , 在 两 种 情况 下 ,我们 都 找到 了 分 数 i/rm, 使 之 满 


队 注 恋 演 


En (2.9) _ 
这 里 分 数 i/m 是 由 直线 z=r 所 穿 过 的 图 幼 三 角形 4BC 所 确 

定 的 ， 由 于 这 样 的 三 角形 有 无 穷 多 个 ， 所 以 存在 无 穷 多 个 分 数 

Z/m 满 足 2. 9》 式 、 这 就 完成 了 定理 5 的 证 明 . 


7 一 二 


< 


| 二 本 


1 


2。 


第 四 章 ”几何 作 图 


$1 用 直 尺 吕 规 作 图 


1.1 三 大 几何 难题 

从 中 学 时 代 我 们 已 经 热 知 ， 在 欧 几 里 得 几何 中 几何 作 图 的 
工具 是 站 尺 与 留 规 ， 这 里 的 尺子 与 通常 的 尺子 不 同道 常 用 的 
尺子 上 面 有 刻度 ， 而 几何 中 的 站 尺 是 没有 刻度 的 ， 我 们 只 能 用 
它 去 作 连 接 给 定 两 点 的 直线 ， 欧 几 里 得 现 规 也 要 与 两 脚 规 加 以 
区 别 . 欧 几 里 得 圆规 只 是 为 了 以 给 定 的 点 为 攻心 ， 通 过 定点 而 
面 加 用 的 . : 

仅 用 站 及 与 较 规 的 作 图 是 一 个 非常 古老 的 课题 ， 音 在 古 希 
腾 时 代 已 经 开始 研究 了 . 当时 希腊 人 加 出 了 三 个 着 名 的 何 题 ,后 
来 被 称 为 三 大 几何 难题 ， 它 们 是 ， 

1) 化 枫 为 方 : 给 定 一 个 量 , 求 作 一 个 面积 与 它 相等 的 正方 
形 ; 

2) 三 等 分 任意 角 : 给 定 一 个 角 , 求 作 两 条 线 三 等 分 这 个 角 # 
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3) 立方 倍 积 : 给 定 一 个 立方 体 , 求 作 体积 为 这 立方 体 体积 
两 倍 的 立方 体 . 

希腊 人 不 会 解 这 些 问题 ， 我 们 也 不 必 惊 奇 ， 因 为 这 些 癌 题 
都 是 不 可 解 的 ， 也 就 是 说 ， 不 能 用 直 尺 和 辆 规 把 它们 的 置 作出 
来 . 朗 证 明 问题 2) 与 3) 都 是 不 可 解 的 并 不 困难 , 我 们 将 在 后 
面 给 出 . 但 要 证 册 问题 1) 不 可 解 就 不 那么 简单 了 , 我 们 只 能 给 
出 一 些 说 明 ， 奇 妙 的 是 ， 证 明 这 三 大 难题 不 可 解 的 工具 在 本 质 
上 不 是 几何 的 而 是 代数 的 ， 所 以 在 代数 还 没有 发 展 到 相当 的 水 
平时 是 不 可 能 解决 这 些 问题 的 ， 

但 是 ， 正 是 在 研究 这 些 问题 的 过 程 中 促进 了 数学 发 展 ， 两 
千 多 年 来 ， 三 大 几何 难题 引起 了 许多 数学 家 的 兴趣 ， 对 它们 的 
深入 研究 不 但 给 予 希 腊 几 何 学 以 巨大 影响 ， 而 且 引出 了 大 量 的 
新 发 现 . 鲍 如， 许多 二 次 曲线 、 三 次 曲线 以 及 几 种 超越 曲线 的 
发 现 ， 后 来 又 有 关于 有 理 数 域 、 代 数 数 与 超越 数 、 群 论 等 的 发 
展 . 在 化 加 为 方 的 研究 中 几乎 从 一 开始 就 促进 了 穷竭 法 的 发 展 ， 
而 穷 记 法 正 是 微 积 分 的 先导 . 


1.2 实数 域 
” 我们 最 热 悉 的 数 是 实数 ， 用 R 来 表示 全 体 实数 的 集合 ， 实 
数 有 两 种 基本 的 运算 ， 一 种 是 加 法 ， 一 种 是 莱 法 ， 减 法 和 路 法 
分 别 是 加 法 和 乘法 的 逆 运 算 . 
实数 的 加 法 和 和 又 法 满足 一 些 基本 人 性质， 我 们 将 它们 总 结 如 
下 : 设 e、5、c 是 尺 中 的 数 . 
性 岳 工 
1 ea 十 (Co 一 (e 十 及 十 c 
2) at6=btas 
3) ”存在 瞧 一 的 元 素 0ER， 使 得 < 二 0 一 ax 
[1 


4) ”对 任意 的 a€R, 都 存在 唯一 的 zxER, 使 得 < 十 z 一 0. 
性 质 2 

1 ae(ic) 一 (ab)cy 

2) ab=bas 

3) ”存在 唯一 的 元 素 1€ R， 使 得 a1 二 as; 

全 “对 任意 的 <ER, a 天 0, 存在 唯一 的 yER, 使 得 cy 一 


性 质 3 
ab 十 c) 一 a8 十 ac. 
现代 数学 的 研究 范围 大 大 超过 了 实数 集 ， 而 研究 广泛 得 多 
的 数学 对 象 , 在 许多 更 一 般 的 数 集中 也 具有 上 述 所 述 的 诸 性 质 ， 
所 以 有 必要 抽象 出 一 个 一 般 的 概念 来 概括 所 有 这 些 研究 对 象 . 
代数 学 家 们 把 满足 这 些 性 质 的 体系 叫做 域 这样 一 来 ， 域 
就 是 普通 的 算术 律 在 它 里 面 成 立 的 一 个 系统 . 
读者 不 难看 出 ， 上 而 所 述 的 算术 律 在 全 体 有 至 数 的 集合 中 
是 成 立 的 ， 所 以 全 体 有 理 数 对 加 法 和 生 法 构成 一 个 域 ， 这 个 域 
叫 有 理 数 域 ， 用 Q 表示 . 
通常 用 (一 a) 来 者 示 性 质 1 4) 中 的 +, 用 a! 表示 性 质 2 
4) 中 的 > 这 样 一 来 , a 十 《一 a) 一 0，aa-! 一 1. 
由 下 面 的 式 子 
et Te 
ba ! 《只 要 ea 天 0) 


分 别 定义 减法 和 除法， 
根据 性 质 2 的 4), 0 不 能 作 除 数 , 这 样 一 来 , 表达 式 z/0 没 
有 意义 . 
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1.3 二 次 扩 域 

给 定 尺 的 一 个 子 集 王 ， 我 们 如 何 确定 R 是 不 是 一 个 域 呢 ? 
因为 尺 是 一 企 域 ， 所 以 关于 域 的 大 部 分 性 质 ， 如 结合 律 、 交 换 
律 等 , 下 中 的 元 素 自 然 是 满足 的 . 需要 验证 的 只 是 , 若 zx、? 是 
刁 的 两 个 元 素 ， 是 否 一 y、z/y 也 都 是 已 的 元 素 ， 对 后 者 要 求 
3 到 0. 

设 F 是 RR 的 一 个 子 域 , >>0 是 下 的 一 个 元 素 ， 我 们 知道 
VER， 今 假定 Vv 不 属于 已 . 

我 们 称 集合 

F(E)={atb VE :abEF} 

为 下 的 一 个 二 次 扩张 ， 

例如 ， ‘ 

Q(2)={atd V2 :a dEQ) 

就 是 有 理 数 域 Q 的 一 个 二 次 扩张 . 

定理 1 设 F 是 的 一 个 于 域 ,是 F 的 一 个 正 元 素 , 而 
YE 不 在 F 内， 则 下 的 二 次 扩张 FC(&) 也 是 一 个 域 . 

证 明 : 容易 证 明 , 车 x， y 是 下 (%) 的 元 素 , 则 一 y,zy 也 是 
下 (8) 的 元 来 ， 问 题 在 于 证 明 ， 对 任意 的 zx 关 0， 有 TE FC&). 

记 z=atbV， 这 里 a€F， bEF， 

首先 指出 ， zx 一 0 的 充 要 条 件 是 a=4 一 0. 事实 上 , 当 z=0 
时 , 必 有 a 一 一 6 VY 于 是 若 a=0, 则 56=0, 车 6 一 0, 则 a 二 
0，5 天 0 (或 a 关 0) 的 情况 不 可 能 出 现 ,因为 这 时 将 有 天 一 一 


入 EF， 这 与 假设 是 相 巴 盾 的 . 


若 z 尖 0, 则 必 有 a 关 0 或 5 天 0， 从 而 a 一 5% 关 0, 进而 有 a 
一 BV 了 关 0， 这 样 一 来 ， 
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atb/k (atb/ kab/) 
BA 


-2 
因为 亚 是 一 个 域 , 所 以 aa 一 24) 、 一 5/(a 一 2 都 属于 到 .由 
此 推出 r 'EF, 定 理 证 毕 . 
由 数 0 与 1 经 过 有 限 次 的 加 、 减 、 乘 、 除 〈 零 不 能 作 除 
数 ) 以 及 对 正教 的 开 方 运算 后 得 到 的 数 称 为 二 次 不 尽 根 . 
例如 ， 数 


xz 一 I++YV2TVI+V5 


就 是 一 个 二 次 不 尽 根 . . 

定义 设 F, FF,，…，, FF, 都 是 R 的 子 域 , 再 没 F 二 QQ 是 有 
理 数 域 ,而且 每 一 个 域 都 是 域 忆 ,的 二 次 扩张 (一 1,2,…， 
7)， 则 称 F, 是 一 个 n 阶 的 二 次 域 . 

由 上 面 的 定理 不 难看 出 ， 每 个 二 次 不 尽 根 ， 都 属于 某 一 个 
阶 的 二 次 域 . 

投 a, 5, cEF,c>0，VY ec EF， 考 虚数 

atb Ve EEF). " 

设 z=a+bV <， 基数 as 一 5Y 叫做 数 z 的 共 固 数 记 为 : 工 一 
aa 一 pc 

容易 验证 ， 共 因数 具有 如 下 的 简单 性 质 : 

a) z=0 <> FH=0 

b) zr z=a ecb’; 

£) r=EEr=a 

d) z=7z+y—>z=—5£ 二 ys 

ee) z 一 -yy 一 > z= 

f) z=2" z= (Ey 
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这 些 性 质 与 共 轿 复数 的 性 质 相同 ， 在 中 学 学 复数 时 ， 我 们 曾 有 
这 样 一 个 定理 : 实 系 数 方程 的 共 示 根 是 成 对 出 现 的 。 这 里 我 们 
也 有 一 个 类 似 的 定理 
定理 2 设 
P(x)=a0r"tar™ 1 十 …… 十 as 十 as 
是 一 ”次 多 项 式 , 它 的 系数 so,el，…a。 都 属于 一 个 由 实数 构成 
的 域 下 .车 mER(c) 是 多 项 式 P(z) 的 一 个 根 , 则 去 也 是 PCz》 
的 一 个 根 , 即 
了 (xzo) 一 0 —>P(z)=0, 
证 明 : 由 假设 
aoz 十 ai 十 十 os-iro 十 as 一 0 


利用 共 轰 的 人 狂 质 ， 两 边 取 共 罗 ， 则 有 


,46 开赴 Qi 芭 -十 十 gsiz0 十 qn 二 0 (hD) 

这 就 是 要 证 的 . 、 
么 设 al，as， a 属于 由 实数 构成 的 域 F. . 若 三 次 多 项 式 
到 十 az 十 aa7 十 as 一 0 (1.2) 


在 二 次 扩张 FCe) 中 有 一 个 根 ， 则 它 一 定 在 中 还 有 一 要 
证 明 : 由 代数 基本 定理 , 方程 (1. 2) 在 复数 域 中 有 三 个 根 ， 
不 妨 设 是 zl,，zsv.xrs， 由 韦 达 定理 ( 见 第 五 意 $1，(1. 6))， 
TI 二 Xs 二 z= 一 qi€EF, 
车 ,EF (c)， 则 由 定理 2，z 也 是 方程 1. 2) 的 根 ， 不 妨 设 
zz 由 共 示 的 定义 ，z 十 xs€ 这样 一 来 ， 
=—ai— (cx) ER, 
定理 得 证 . 
系 指出 ， 若 方程 (1. 2) 在 下 中 没有 根 ， 则 它 在 FCc) 中 也 
不 会 有 根 . 
我 们 将 把 系 应 用 到 FF 是 有 理 数 域 的 情况 ， 即 假定 方程 
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(1.2) 的 系数 都 是 有 理 数 ， 在 这 种 情况 下 ， 如 果 方 程 〈1. 2) 没 
有 有 理 根 ， 则 它 不 会 有 二 次 不 尽 根 ， 

不 难看 出 ， 有 理 系数 的 = 次 代数 方程 可 化 为 整 系数 的 = 次 
代数 方程 . 事实 上 , 只 要 冬 上 系数 分 母 的 最 小 公 倍 数 就 行 了 . 我 
们 还 需要 下 面 的 定理 . 

定理 3 若 整 系数 的 次 方程 

Qnr Tar +tar iTta =0. (1.3) 


有 有 理 根 儿 〈 是 婚约 分 数 ), 则 a 是 a 的 因数 ,5 是 6 的 因数 
证 明 : 将 多 代入 方程 (1，3), 得 


ao 条 + 二 oa 一 0， 
aol 十 aia B+ ta 1ab” 十 ant 一 0， 
alaoa™ 一 十 ata” B+ +a) 一 一 ae 
记 着 “ 与 4 是 互 素 的 ， 所 以 是 a, 的 因数 . 类似 地 ,用 提出 公 
因数 的 方法 可 证 明 ， 6 是 ao 的 因数 . 
现在 将 上 面 的 讨论 应 用 到 了 个 特殊 的 方程 上 去 ， 
例 1 证 明 方程 ， 
， 3 一 2 (1.4) 
没有 二 次 不 尽 根 的 解 
证 明 : 由 定理 2 的 系 , 我 们 只 需 证 明 这 个 方程 没有 有 理 根 、 
如 果 方程 (1. 4) 有 有 理 根 多 , 则 由 定理 3, a 是 2 的 因数 ,6 是 
1 的 因数 ， 坷 而 它 的 有 理 根 不 外 是 1， 一 1，2， 一 2， 直 接 验 证 
就 知道 它们 都 不 是 ， 这 样 一 来 ， 方程 1.4) 没有 有 理 根 ， 从 而 
也 没有 二 次 不 尽 根 的 解 . 
例 2 证 明 方程 
Bz’ —6r—1=0 (1.5) 
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没有 二 次 不 尽 根 的 解 
证 明 : 如 果 方程 (1. 5) 有 有 理 根 多 , 则 a 是 1 的 因子 ,6 是 


8 的 因子 . 这 样 一 来 ， 方程 (1. 5》 的 有 理 根 不 外 是 十 I， 十 


土 证 ， 土 广 ， 直 接 验 证 知道 它们 都 不 是 ， 由 定理 2 的 系 ， 方程 


(1.5) 没有 二 次 不 尽 根 的 解 ， 


1.4 ”代数 数 与 超越 数 
考虑 有 理 系数 的 多 项 式 
aoz" 十 az 十 十 aiZ 十 ao 一 0， 

凡是 这 样 方程 的 实数 根 都 称 为 代数 数 ， 不 是 代数 数 的 实数 称 为 
超越 数 ， 

代数 数 显 然 是 存在 的 , 是 不 是 所 有 的 实数 都 是 代数 数 呢 ?不 
是 的 , 超越 数 是 存在 的 , 例如 数 。 和 = 都 是 超越 数 , 抽象 地 证 明 
超越 数 的 存在 性 并 不 困难 ,但 要 具体 地 证 明 某 一 个 特定 的 数 , 例 
如 e 和 是 超越 数 , 那 是 非常 困难 的 . 下 面 我 们 来 证 明 超越 数 的 
存在 性 ， 

我 们 从 集合 的 计数 开始 .如 果 集 合 5S 中 只 含有 有 限 个 元 
素 , 我 们 很 清楚 如 何 把 它 数 出 来 ,不 妨 设 这 个 集合 有 = 个 元 素 . 
用 数学 语言 来 骨 示 ， 数 集合 S 中 的 元 素 的 个 数 的 过 程 就 是 建立 
自然 数 集合 {1, 2, …, nm} 与 $ 的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 的 过 程 . 
换言之 ， 如 果 存 在 一 个 双方 单 值 的 一 一 映射 〈 下 面 称 这 种 映射 
为 双 射 ? 

(11，2，3，…， 2 一 3， 

我 们 就 说 集合 3 有 x 个 元 素 . 

对 无 限 集 合 如 何 计数 呢 ? 我 们 引进 势 的 概念 . 如 果 存在 一 
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个 双 射 /: 4 了 8， 就 说 集合 颁 与 吾 有 相同 的 势 , 如 果 它 与 全 体 
自然 数 的 集合 有 相同 的 势 ， 就 称 一 个 集合 5 是 可 数 的 ， 这 就 是 
说 ， 对 于 集合 中 的 每 一 个 元 素 都 能 指定 一 个 不 同 的 自然 数 与 之 
对 应 ， 即 ，S 的 元 素 可 安排 为 一 个 序列 : 

Ns 1 2，3， es ee 

Se Ey ey By es oe 

例如 ， 所 有 整数 构成 的 集合 是 可 数 集 ， 因 为 我 们 可 以 把 整 

数 排 成 如 下 的 顺序 ， 

0， 一 1， 十 1， 一 2， 十 2，…- 
更 精确 些 ， 由 公式 

f(tn) 一 "也,n 为 奇数 ， 


f= 于 为 偶数 ， 

所 定义 的 函数 f 建立 了 全 体 自然 数 与 全 体 整数 间 的 一 一 对 应 . 

这 个 例子 说 明 , 一 个 集合 能 和 它 自 身 的 一 个 真子 集 等 势 . 当 
然 这 只 能 在 无 限 集中 才 可 能 ， 可 见 ， 无 限 集 与 有 限 集 有 着 很 大 
的 不 同 . 

同样 的 道理 可 以 证 明 , 如 果 集 合 4 和 上 B 是 可 数 的 , 则 它们 
的 并 4UB 也 是 可 数 的 . 因为 4 能 表示 成 为 4= {a4,a,,…}, 同 
样 ,B={b,Be，…}. 因此 a1sBb1;as,6,… 就 是 对 AUB 中 的 元 素 
的 一 种 计数 方式 . 

下 面 的 定理 给 出 一 个 更 强 的 结果 . 

定理 4 若 和 4，As，… 都 是 可 数 集 ， 则 站 A. 也 是 可 数 集 . 

证 明 ， 我 们 记 41= {a},al,al,e…)} 4 一 人 aaa ,ee 
4 一 {ai)a3,a) 因而 ef 是 集合 4; 的 第 个 元 素 . 定 义 j 
十 为 ai 的 高 度 ,于 是 ai 是 高 度 为 2 的 叭 一 元 素 ; 同 样 ,eg 和 a 
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是 高 度 为 3 的 仅 有 的 元 素 ; 依 此 类 推 . 由 于 对 于 任 一 正 整 数 ”之 
2 高 度 为 zm 的 元 素 只 有 mm 一 1 个 ,所 以 我 们 可 将 UA, 的 元 素 按 
其 高 度 排 成 


al, al, al, 3, ql, ql, 


或 者 排 成 下 面 的 阵列 ， 打头 所 上 的 古 雪 它们 ， 


a = 要 
al 


用 这 种 方法 可 以 数 出 每 一 个 ai, 这 就 证 明了 定理 ， 

这 个 定理 说 的 是 ,可 数 个 可 数 集 的 并 是 可 数 的 . 自然 地 ,可 
数 个 有 限 集 的 并 也 是 可 数 的 . 

我 们 有 下 面 的 重要 推论 : 

聚 ”有理数 集 是 可 数 集 . 

证 明 : 由 于 有 定理 4, 我 们 只 需 证 明 在 区 间 (0,1) 上 的 有 理 
数 集 是 可 数 的 就 行 了 . 但 是 ,在 (0, 1) 上 的 任 一 有 理 数 都 属于 某 
一 级 的 法 瑞 序 列 〈 见 第 三 章 #$ 1)， 读 者 不 难 根据 法 瑞 序 列 的 大 
序 建 立 (0,1〉 间 的 全 体 有 理 数 与 全 体 自然 数 闻 的 双 射 . 

定理 5 全 体 代 数 数 所 成 的 集合 是 可 数 的 

证 明 : 在 1. 3 我 们 已 经 指出 , 只 要 考虑 整 系数 方程 就 行 了 . 
设 整 系数 的 = 次 方程 为 

ra 十 二 olz 十 aa 一 下 
这 里 a。，al，…，a, 都 是 整数 ， 命 

N=nt laol +t{aft++ la,l, 
显 的 N 之 2: 对 同一 个 N, 只 有 有 限 个 多 项 式 . 每 一 个 多 项 式 的 
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根 数 也 有 限 ， 所 以 对 应 于 同一 个 N 的 代数 数 也 是 有 限 的 . 这 些 
代数 数 所 成 的 集 用 Ew 来 表 未 ， 现 在 把 它们 排列 如 下 : 
五 2， 五 ;， Ew, ee 
显然 ,每 一 个 代数 数 必 属于 某 个 EE, 中 ,上面 的 各 集合 可 能 有 交 . 
为 此 考虑 集合 到，EX 表示 在 Ex 中 而 不 在 Es， Es，…， Ew-; 
中 的 数 折 成 的 集合 ， 这 样 一 来 ， 我 们 得 到 
本 本 
这 是 可 数 个 有 限 集 ， 由 定理 4 可 知 ， 定 理 5 成立 . 
一 个 无 限 集 如 果 不 是 可 数 的 ， 就 称 它 是 不 可 数 的 、 粗 路 地 
说 ， 一 个 不 可 数 集 的 元 素 “ 太 多 ”了 ， 多 到 使 得 我 们 不 能 把 它 
们 安排 在 一 个 序列 里 . 
下 面 的 定 弄 不 但 告诉 我 们 超越 数 是 存在 的 ， 而 且 还 告诉 我 
们 ,超越 数 比 代数 数 要 “多 得 多 *”. 
定理 6 《0,1) 间 实数 所 成 的 集 是 不 可 数 集 . 
证 明 : 车 定理 不 成 立 , 则 可 设 (0,1) 间 的 实数 可 排 成 一 个 序 
列 ， 
KI Yas rs Tr 
我 们 将 ”表示 成 十 进 制 小 数 ， 
Ta 一 0 Gr Gn On 加 
我 们 造 一 个 数 yE (0，1)， 使 得 
y=0, 6 bs bs be 
其 中 上 5 由 下 式 定义 ， 
= 他 a 
dm 
这 个 数 y 与 序列 中 的 任何 一 个 数 都 不 同 ， 它 不 在 序列 中 . 这 是 
一 个 矛盾 . 它 指出 (0,1) 间 的 实数 是 不 可 数 的 . 
这 个 定理 的 直接 推论 就 是 ， 超 越 数 是 存在 的 。 法 国 数 学 家 
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刘 维 尔 在 1844 年 第 一 次 证 明了 超越 数 的 存在 性 . 令 人 感 兴趣 的 
是 , 超越 数 的 存在 性 的 证 明 是 非 构造 性 的 . 我 们 知道 它 存在 , 而 
县 很 多 ,但 是 ， 不 知道 它们 都 在 哪 ! 无 怪 乎 在 集合 论 的 创始 者 
康 托 (Cantor Georg) 证 明了 这 个 定理 的 时 候 , 人 们 以 一 种 相当 
不 欢迎 的 情绪 来 接受 它 

自然 对 数 的 底 e 与 = 都 是 超越 数 ， 证 明 它们 都 是 超越 数 是 
困难 的 ， 并 吸引 着 许多 数学 家 付出 巨大 的 劳动 去 进行 研究 。 直 
到 1873 年 埃 尔 米 特 (Charles Hermite, 1822 一 1901) 才 给 出 了 
。 是 超越 数 的 证 明 . 他 认为 证 明 的 超越 性 更 困难 , 他 不 敢 去 党 
试 ， 他 给 友人 的 信 中 写 道 :“ 我 不 敢 去 试 着 证 明 ” 的 超越 性 ， 如 
果 其 他 人 承担 这 项 工作 ， 对 于 他 们 的 成 功 没有 比 我 更 高 兴 的 人 
了 ， 但 请 相信 我 ， 我 亲爱 的 朋友 ， 这 决 不 会 不 使 他 们 花 去 一 些 
力气 ” 九 年 之 后 ， 林 德 曼 (Ferdinand Lindemann ，1852 一 
1939) 在 1882 年 用 实质 上 与 埃 尔 米 特 相 间 的 方法 证 明了 的 超 
越 性 


1.5 直 尺 圆规 作 图 

， 现在 回 到 直 尺 圆规 作 图 问题 ， 在 用 直 尺 和 图 规 的 一 切 作 图 
中 ， 最 终 都 取决 于 求 

1) 两 个 国 的 交点 ; 

2) 两 条 直线 的 交点 ， 

3) 一 条 直线 与 一 个 圆 的 交点 . 
借助 于 解析 几何 ， 我 们 可 以 容易 地 把 前 面 的 讨论 与 几何 作 图 问 
题 联系 起 来 ， 取 初始 点 为 (0, 0) 与 (0，1)， 我 们 可 以 用 直 尺 与 
鸭 规 作出 其 它 点 ， 其 坐标 我 们 都 可 以 通过 解 两 个 联 立 方程 来 得 
到 ， 其 中 每 一 个 方程 都 是 下 述 两 种 形式 中 的 一 种 : 

Azr+By+C=0 或 zz 十 yy 十 Dr+Ey 十 F=0. 
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这 里 的 系数 4、B、C、 DD、E、F 都 以 一 种 简单 的 方式 依赖 于 已 
经 作出 来 的 点 的 坐标 . 而 解 这 种 方程 组 所 用 的 运算 只 是 加 、 碱 、 
乘 、 除 以 及 正 数 的 开 方 、 册 此 我 们 得 到 如 下 的 重要 结论 : 借助 
直 尺 圆规 可 以 构造 的 点 的 坐 
标 一 定 可 以 从 0、1 出 发 通过 
有 限 次 的 加 、 减 、 乘 、 除 以 
及 正 数 开平 方 根 的 运算 以 后 
而 得 到 ， 这 些 点 是 平面 上 坐 
标 为 有 理 数 或 二 次 不 尽 根 的 
那些 点 . 


1.6 三 等 分 任意 角 

如 图 4. 1 所 未 ， 我 们 从 
60" 角 着 手 . 设 人 QOP 一 60"， 图 41 
并 设 线段 OP 的 长 度 为 1, 假定 三 等 分 任意 角 是 可 能 的 : 如 图 设 
CROP=20"， 那么 点 尺 的 纵 坐 标 一 定 是 有 理 数 或 二 次 不 尽 
根 . 这 相当 于 说 eosbg 一 1/OR 是 有 理 数 或 二 次 不 尽 根 . 在 第 一 章 
我 们 曾 得 到 公式 ( 见 第 一 章 (1. 10))， 

cos39 一 4cos58 一 3cosg. 

现在 eos30=cos60"= 二， 所 以 


4eos'9 一 3cos9 一 十。 
令 z 二 cos6 并 代入 上 式 ， 得 到 
B73—67—1=0..,, 
这 正 是 前 面 讨论 过 的 方程 (1. 5》. 这 个 方程 没有 有 理 根 ,也 没 
有 二 次 不 尽 根 ， 这 说 明 我 们 的 想 定 是 不 对 的 。 这 就 证 明了 三 等 
分 任意 和 角 是 不 可 能 的 . 
a FT。 


1.7 立方 倍 积 

现在 考虑 立方 倍 积 问题 , 设 给 定 的 立方 体 是 单位 立方 体 , 它 
的 两 个 相 邻 项 点 间 的 距离 是 单位 长 度 。 设 体积 为 这 立方 体 体积 
两 倍 的 立方 体 的 相 邻 顶点 问 的 距离 为 z=， 则 有 

2 一 2 或 za 一 2 一 0. 

如 果 立 方 倍 积 问题 可 解 ， 我 们 必须 能 用 直 尺 积 轿 规 构 造 出 长 度 
为 ?2 的 线段 . 但 是 我 们 在 前 面 已 经 证 明了 , 方程 (1.4) 没有 
有 再 根 ， 也 没有 二 次 不 尽 根 ， 这 样 一 来 ， 立 方 倍 积 问题 是 不 可 
解 的 . 


1.8 化 圆 为 方 

考虑 半径 为 1 的 单位 图, 它 的 面积 为 r, 现在 构造 一 个 边 长 
为 < 的 正方 形 , 它 的 面积 为 r, 于 是 也 一 mr, z=、 元 . 由于、 厂 
基 一 个 超越 数 ， 所 以 它 不 可 能 是 二 次 不 尽 根 ， 因此 “化 图 为 
刘 的 问题 是 不 可 解 的 . 


$2 正 多 边 形 


2.1 正 多 边 形 作 图 

几何 作 图 的 务 一 个 重要 方面 是 利用 直 尺 和 加 规 构造 正 多 边 
形 ， 早 在 二 希腊 时 期 ， 欧 几 里 得 就 在 他 的 《用 何 原本 》 的 第 四 
篇 中 论述 了 图 的 内 接 和 外 切 图 形 ， 用 直 尺 回 规 作 正 还 角形 、 正 
方形 、 正 算 边 形 、 正 六 边 形 和 正 十 五 边 形 ， 再 通过 连续 平分 角 
或 弧 ， 就 可 作出 2 ，3X2，5X2"，15X2 个 边 的 正 多 边 形 ， 这 
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个 纪录 一 直 保持 了 二 千年 ， 其 间 没 有 任何 人 能 用 站 尺 留 规 作 出 
新 的 正 多 边 形 . 直到 1796 年 高 斯 才 发 展 了 这 个 理论 , 他 证 明了 
可 用 直 尺 圆规 作出 正 十 七 边 形 ， 并 完成 了 这 个 作 图 ， 那 时 他 才 
19 岁 , 高 斯 认为 这 个 问题 的 解法 具有 重大 意义 ,并 深 感 自 亭 . 他 
希 户 在 他 死 后 在 他 的 莫 碑 上 画 一 个 辆 的 内 接 正 十 七 边 形 . 后 来 ， 
人 们 遵照 他 的 遗嘱 这 样 做 了 . 
高 斯 考察 了 方程 

zl1=0, (2.1) 

这 里 p 是 素数 ， 这 个 方程 的 根 是 


z=cos sin 8， k=0, 1 1 p—l. (2.2) 


从 几何 上 看 , 这 些 复数 z 就 是 单位 贺 上 正 p 边 形 的 顶点 . 正 是 
因为 这 个 原因 ， 方程 (2. 1) 叫做 分 圈 方 程 。 

高 斯 指出 ， 一 个 素数 个 边 的 正 多 边 萌 可 用 直 尺 圆规 作 图 的 
充 要 条 件 是 ， 边 数 p 具有 如 下 的 形式 ， . 

p=27 十 二. (2.3) 
对 于 n==0，1，2，3，4， 我们 有 p 的 如 下 值 ; 

3, 5, 17, 257, 65537. 
它们 都 是 素数 ， 这 些 正 多 边 形 都 可 用 直 尺 圆规 作出 . 

形 如 (2. 3) 的 数 则 费 马 数 . 这 些 数 最 初 是 由 法 国 的 一 个 法 
官 费 马 〈Fermat，1601 一 1665) 引进 的 ， 他 业 休 爱好 数学 ， 是 
一 位 杰出 的 数学 家 ， 正 如 上 而 所 说 的 ， 最 初 五 个 费 马 数 都 是 素 
数 ， 除 了 这 五 个 数 外 ， 费 马 没有 做 进一步 的 计算 ， 但 好 坚信 所 
有 的 这 种 数 都 是 素数 ， 可 惜 这 个 猜想 是 不 对 的 ， 再 多 算 一 个 就 
可 推 利 这 一 狂想， 这 件 事 是 欧 拉 作 的 ， 他 证 明了 下 个 费 马 数 
为 2 

4294967297 一 641X6700417， 
3。 


这 个 数 不 是 素数 ， 

直 尺 别 规 作 图 与 费 马 数 有 这 样 密切 的 联系 ， 这 是 人 们 所 未 
曾 料 到 的 ， 高 斯 的 发 现 引 起 了 人 们 对 费 马 数 的 新 兴趣 ， 为 了 寻 
找 新 的 费 马 素数 ， 人 们 进行 了 惊人 的 计算 ， 现 在 又 使 用 上 了 电 
子 计 算 机 ， 但 是 至 今 没有 发 现 新 的 费 马 素数 ， 许 多 数学 家 倾向 
于 相信 不 再 有 其 它 的 费 马 素数 了 . 、 

更 在 再 回 到 正 多 边 形 的 作 图 问题 . 对 于 一 般 的 ,高 斯 也 解 
决 了 哪些 正 = 边 形 可 以 作出 来 ， 哪 些 则 不 能 ， 很 明显 ， 从 一 个 
正 # 边 形 出 发 , 通过 等 分 它 的 每 一 个 中 心 角 , 就 能 得 到 正 2n 边 
形 , 另 一 方面 从 一 个 正 2 边 形 出 发 , 只 要 简单 地 取 它 的 不 相 邻 
的 = 个 顶点 就 能 得 到 正 = 边 形 ， 这 说 明 为 了 判定 哪些 正 多 边 形 
可 以 作出 ,只 要 讨论 ”是 奇数 的 情况 就 足够 了 . 高 斯 证 明了 ,一 
个 具有 个 顶点 的 正 多 边 形 ， 当 上 且 仅 当 是 一 个 费 马 察 数 或 若 
干 个 不 同 的 费 马 素数 的 乘积 时 ， 才 能 用 直 尺 和 加 规 作 出 来 . 

本 节 的 目的 是 要 证 明 可 用 直 尺 图 规 构 造 正 十 七 边 形 。 但 是 
在 此 之 前 我 们 还 需要 一 点 同 余 的 概念 


2.2 同 余 
让 我 们 从 具体 例子 出 发 ， 如 果 我 们 知道 某 月 的 2 号 是 星期 
1, 那 末 9 号 和 16 号 也 都 是 星期 1 用 数学 语言 来 表示 就 是 , 16、 
9 被 ? 除 余数 都 是 2， 于 是 有 下 面 的 定义 ， 
定义 ”给 定 一 个 正 整数 mm, 把 它 叫做 模 .如果 用 m 去 除 任 
意 两 个 整数 a 和 5 所 得 的 余数 相同 ,我 们 就 说 <5 对 模 zm 同 余 ， 
记 作 - . f 
a=5 (mod m), 
如 果 余 数 不 同 ， 我 们 就 说 as、5 对 模 m 不 同 余 ， 记 作 
a¥b ( (mod m) 
ad。 


例 通过 直接 计算 ， 不 难 验证 下 面 的 同 余 式 都 是 成 立 的 ; 

1) 23=8(mod 5)， 

2) 47 三 11 (mod 9)， 

3) —11=5(mod 8), 

4) 81=0(mod 27). 

我 们 不 拟 详细 讨论 辣 余 式 的 理论 ， 因 为 那 将 远离 我 们 的 主 
题 ， 我 们 只 给 出 一 个 下 面 就 要 用 到 的 重要 事实 ， 而 不 作 理论 推 
导 . 这 一 事实 是 ， 10"，10:，10:，…，1055 对 模 17 彼此 不 同 余 ， 
事实 上 ， 通 过 具体 的 数值 计算 ， 我 们 可 以 把 10 各 次 方 被 17 除 
的 余数 列表 如 下 : 

n012345678 9101112131415 
10°1 1015144 6951672 3131 812 (2.4) 


这 个 表 下 面 我 们 还 要 用 到 . 

关于 上 面 的 事实 有 一 个 一 般 性 的 定理 , 对 任何 奇 素数 p, 都 
存在 数 m, 使 得 m?，m!，…， ms! 关于 模 p 彼此 不 同 余 .，m 叫 
司 关 于 模 p 的 一 个 原 根 、 这 就 是 说 ， 我 们 有 定理 ， 

定理 若 p 是 奇 素 数 ， 则 模 p 的 原 根 存在 . 

这 个 定理 的 证 明 可 以 在 华罗庚 先生 的 《数论 导 引 》 中 找到 ， 
或 者 在 闵 病 多 与 严 士 健 合 编 的 《初等 数论 》 中 热 到 - 


2. 8 正 十 七 边 形 

现在 让 我 们 考 趾 正 十 七 边 形 、， 我 们 把 它 看 作 复 平面 上 的 图 
形 ， 其 柄 点 为 复数 ， 分 布 在 以 原点 O 为 图 心 的 单位 图 上 ， 并且 
有 一 个 顶点 在 1 设 ==x+iy 是 任何 一 个 其 它 顶 点 ,因为 jz| 一 
1， 所 以 我 们 可 以 写成 = 一 cosgi-Hisingj。j 一 1，2，，…，16. 
为 正 十 七 边 形 的 顶点 把 加 分 为 17 等 分 ， 所 以 0 一 加， 有 一至 


sf5. 


第 十 七 个 顶点 又 是 1. 
1=cos170, 十 isin178, 一 (cos 久 十 ising ) =z}, 
于 是 zx 是 xz" 一 1=0 的 根 ， 因 为 
和 一 1 一 (z 一 1)(z 十 z5 二 十] 一 0， 
及 名 关 1， 所 以 zi 是 方程 
sa 二 十 1 一 0 (2.5) 
的 根 . 
下 面 ,我 们 求 出 此 根 的 明显 表达 式 , 至 少 是 它 的 实 部 cosb,， 
或 虚 部 sing, 的 表达 式 ， 
前 面 已 经 指出 ， 模 17 的 原 根 存 在 ,10 就 是 它 的 一 个 原 根 . 
正 像 我 们 在 表 (2. 4) 中 看 到 的 ， 这 些 出 现在 底 排 的 余数 彼此 不 
等 ,并 且 每 个 只 出 现 一 次 、 现 将 方程 (2. 5) 中 的 各 项 进行 重 排 ， 
使 得 指数 按 10 的 方 短 数 被 17 除 的 余数 的 顺序 排列 ， 新 的 排 法 
如 下 : : 


之 十 xz 十 z 十 2 二 十 2 十 2 二 一 1 {2.6) 
现在 ， 我 们 用 高 斯 的 方法 把 (2.6) 分 成 两 个 和 ， 
办 二 z 十 2 十 z' 二 十 z 二 27 十 2 十 3， 
多 二 2 二 2 十 #5 十 十 Zz? 十 十 21 十 z 芝 ， 
办 是 (2. 6) 中 的 奇数 项 ,为 是 (2.6) 中 的 偶数 项 ,我 们 有 
角 十 加 三 一 1. 
乘积 志和 ' 是 多 少 ? 乘 出 来 共有 64 项 . 表面 上 看 很 复杂 , 但 如 
果 用 一 种 特殊 的 方法 去 计算 ， 事 情 并 不 象 想象 的 那样 坏 ， 我 们 
先 试 着 把 ? 与 % 中 上 下 相对 应 的 项 乘 起 来 : =。z" 一 el， zs 。 
=z 二 zz 二 zs，…， 然 后 把 它们 加 起 来 ， 就 得 到 ， 
zz 十 zw 十 gw5 十 2 十 ?十 2 
但 是 , 这 正 是 加 1 为 什么 呢 ? 这 是 因为 在 (2. 6) 中 , 相 邻 项 
的 = 的 指数 差 一 个 以 17 为 模 的 10 的 们 总 ,于 是 在 世 条 中 相 
7F6，。 
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邻 项 的 z 的 指数 差 一 个 以 17 为 模 100 的 倍数 .比如 说 ,x* 和 尖 
分 别 是 ? 和 好 中 的 项 ,那么 ,在 轴 和 好 中 的 下 -- 项 分 别 是 zw 
和 zi zt 或 者 在 加 中 ,或 者 在 加 中 ,zz1* 一 z19079 与 
zx 属于 同一 个 力 中 , 即 或 者 同属 才 , 或 者 同属 %. 以 这 种 方式 ， 
我 们 总 能 得 到 六 的 所 有 项 , 或 者 得 到 有 的 所 有 项 有 一 项 属于 
办 就 全 部 属于 9? ， 有 一 个 属于 罗 就 全 部 属于 ?2， 因 而 只 要 看 第 
一 项 属于 谁 即 可 . 类 似 地 , 7 的 每 一 项 乘 以 ? 中 这 项 下 面 右边 
的 那 一 项 ， 所 得 到 的 所 有 的 乘积 都 在 同一 个 冰 中 ,是 1 或 2. 
因为 z*z* 一 zx" 在 7 中， 所 以 其 余 的 乘积 zz* 一 z*，*…，zs 
“2" 一 “也 都 在 小 中 ,并且 8 个 乘积 的 和 等 于 Hh， 现在 我 们 接 
着 做 同样 的 工作 .办 的 每 一 项 乘 以 冰 中 这 项 下 面 右边 的 第 二 
项 、 第 三 项 ,…， 等 等 , 青 求 和 .这 样 一 来 ,用 不 了 多 少 计算 ， 
我 们 就 得 到 下 面 的 结果 : 
2 十 2 十 加 十 z4 十 荆 十 下 十 好 十 雪 一 胞 。 
2 十 2 十 2 十 2 十 zg? 十 2 玉 十 十 zz 二 从。 
这 十 十 zt 十 十 z1 二 2 十 2 十 二 各， 
环 十 村 十 好 十 如 十 各 十 zx 十 xm 十 xz 一 罗 ， 
嫩 十 sz 二 295 十 于 十 加 十 zx 十 科 十 z 一 为， 
十 2 十 21 十 十 十 2 十 Zz 十 2 二 丽 ， 
zz 二 2 二 2 十 2 十 2 十 27 十 2 二 二， 
2 十 2 十 Z 十 2 十 2 十 2 十 十 ?二 功 。 
于 是 堆 加 二 4 办 十 4 和 % 二 一 4， 由 韦 达 定理 ， 加、 满足 方程 
Ty 一 4=0， 


所 以 
Wi， = 二 (一 ] 士 V17) (2.7) 


我 们 看 到 了 17 出 现在 根 式 下 . 在 一 般 情况 下 , 我 们 从 记 边 
77. 


形 开始 , 我 们 能 证 明 六 和 浆 是 二 次 不 尽 根 ,， 士 回 将 出 现在 根 式 
下 .类似 于 从 7 中 选 出 加、 加 ， 我 们 从 加、 如 中 再 取出 办 '、 
和 h'、 
zz 十 Zz 十 21 二 2 二 匠人 
Z| 十 z? 十 2 二 ' ， 
1 十 十 Z? 十 2 一 入 ， 
十 5 十 和 2 十 2 全 二 让 人， 
其 中 
到 "十 "二 加 > 
罚 " 十 了 二 
我 们 用 同样 的 方式 求 加 '， ,并 得 到 ， 
十 z3 十 z 十 于 一 及 
2 十 熙 十 四 十 如一 六 
2 十 2 十 zt 十 Z 二 入 ， 
2 十 2 十 25 十 Zz 二 加 人 
和 是 加 
加 = 十 名和 十 和 “十 角 ' 一 及 十 京 一 一 | 
于 是 “和 ' 满 足 方程 
一 加 Ww 一 1 二 0. 
从 二 次 方程 求 根 公式 得 
各 一直 (二 YY 玫 二 4 C2.9) 
类 似 地 ， 
VE 一 去 (二 形 十 4)。 (2.10) 
这 里 指出 ,一 旦 在 (2. 7) 和 (2. 9) 中 取 定 了 符号 ,在 (2, 10) 中 的 符 
号 也 就 选 定 了 . 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 展开 
《一 入 和 《一 各) 二 入 人 和 一 各 入 (一 融入 十 多 人 融和 
?78. 


(2. 8) 


按照 同样 的 技巧 可 知 ,入 ' 加 是 下 述 诸 项 之 和 
21 十 x1 十 zs 十 xz' 二 入， 
十 zi 十 2 十 zs 二 仙人 
2 十 z5 十 十 2? 一 天 
十 ZH 十 5 十 zz? 一 胡 1 ， 
所 以 二 2 人 十 家 和 十 人 
加 ' 朋 ' 是 下 述 的 和 : 
十 2 十 Zz? 十 2 二! ， 
2 十 zi 十 za 十 zi 一 及 7， 
2 十 2 十 28 十 xz 一 及 
2 十 z 十 于 十 2 一 页， 
所 以 ;了 9 一 2 十 了 十 入 
3 是 下 述 之 和 ;: 
2 十 205 十 如 十 2 一 了 
坟 十 2 十 z3 十 z 一 太 1 
十 四 十 2 十 2 一 也 
好 十 空 十 旭 十 25 一 六 ! ， 
所 以 ,7 太一 27: 十 及 十 有 人 
最 后 ,7 9 是 下 述 之 和 ， 
人 2 十 2 十 杰 十 好 一 了 
嫩 十 2 十 2 十 5 一 及 
z 十 地 十 os 十 z48 一 他 
2 十 好 十 zz 十 2 一 六 
所 只 ,72 78 一 23， 十 及 十 为 
于 是 我 们 得 到 : 
人 一 到 0 一 了 二 239 十 到 十 四 一 297 一 因 一 好 
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一 28 一 外 一 四 十 2 十 入 十 各， 


合并 而 类 项 : 
《一 守信 一 融和 三 一 2 和 一 2 十 2 和 9 人 十 21 
二 一 2(% 一 加). 
这 是 一 个 很 重要 的 结果 ,由 此 得 
A 
Lt {2.11) 


现在 上 式 的 左边 依赖 于 办 ' 和 加 ' 在 (2,10) 中 取 正 号 还 是 取 
负 导 ,而 右边 只 依赖 于 得 ,和 %、?' ,加 ' 的 符号 的 选取 . 于 是 ,我 们 
看 到 了 ,7 ,7' 的 符号 依赖 于 其 它 四 个 符号 的 分 布 . 
现在 我 们 继续 进行 分 解 工作 . 
把 加 分 成 
之 十 245 一 及 
zt 二 25 一， 
立刻 有 加" 十 物 " 二 加 ， 
人 二 2 十 2 十 2 十 2 二 
于 是 ”加 是 方程 
经 一 及 zx 十 四 一 0 
的 根 , 所 以 
8 一 二 Gy 十 一 4 


最 后 我 们 有 
之 十 z1 二 家" 
z+ z=1, 
于 是 x 和 xz" 满足 方程 
好 一 力士 1 一 0 (2.12) 
把 所 有 这 些 结果 汇集 起 来 ,在 (2.7) 中 ， 设 
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,= 二 (一 1+VT7)，7= 二 (一 1 一 VE)， 
2 2 


所 以 认 一 有 % 之 0. 
如 果 在 (2.9) 中 ,mh' 仍 选 上 边 的 符号 , 则 我 们 有 


La 一 二 (十 YR 填 4) 
从 而 "一 ' 之 0. 
再 由 (2.11), 得 
Wp >. 
因此 在 (2. 10? 中 的 符号 的 选取 就 定 了 : 
一 二 CP 十 V 克 二 人. 
进行 计算 ,有 
看 = 二 (一 + VI7)= 寺 (18 一 2 VI7)， 


表 = 二 (一 1 一 VI7)? 二 二 8+2 MD), 


因此 ，3' 一 二 (一 1+ VI7+Y209 一 VI7))， 
m= 1 VI7+ Yer+ V 酝 )}， 


这 些 值 对 计算 "3." 是 需要 的 ,而 "、' 符 号 的 选取 也 是 自由 


的 . 设 
ty 
并 得 到 ， 
一 雪人 [一 1+ VI7+Y207— YI7)) 


ett 1?FNY207~ VDT v17—Y 207+ V17)} 


"81* 


{(—1+ VI7+Y2017— VID)+ VR}, 


1 
8 
其 中 


R=(—1+ VI7+V207— VI7)Y+16+16vVI7 
一 16 V2(17+ V17) 
一 4，17 十 12 VI742(—1+YI7 YN207— V1?) 


一 16 V2(17+ V17). 
但 是 ,我 们 有 


(1+ v17)V2(17 一 VI7) 
一 V2 VI7(VI7 D+ v1) 
一 V2 Vi7 16(1+ VI7) 


一 4 V2(17+ VI7). 
与 刃 的 最 后 两 项 相 比较 ,得 到 


尺 =4。 17 十 12V17 一 4 V2(17— V17) 
一 8 V2G7+ vi17)， 
于 是 


1 , 
1 V7 V7) 
2Vints YI7—N2(17— VID—2 gar vii))}- 


这 个 量 是 实 的 ， 我 们 可 从 (2. 12》 得 到 = 和 xz”*， 它们 满足 
六 一 z 十 z44 一 z 十 z 一 2cosb， 


cos 一 3 也 


这 就 是 正 十 七 边 形 中 心 角 的 余弦 . 
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态 " 的 表达 式 的 最 重要 的 特征 是 , 它 只 包含 有 理 数 的 加 、 减 、 
乘 以 及 开 方 运算 ， 这 个 数 可 以 用 直 尺 图 规 构造 出 来 ， 接 下 来 ， 
sinb, 也 可 用 直 尺 狗 规 构造 出 来 ， 这样 一 来 ， 我 们 就 证 明了 可 用 
直 尺 圆规 构造 正 十 七 边 形 . 

这 个 证 明 是 属于 高 斯 的 , 发 表 在 《算术 探讨 》(Disquisitions 
Arithmeticae，1801) 中， 他 对 此 也 深 感 骄傲 ,并 指出 ， 在 此 之 
前 ， 二 千年 来 人 们 对 作 正 多 边 形 的 研究 没有 新 的 进展 . 

从 证 明 中 可 以 清楚 看 出 ,高 斯 的 构造 依赖 于 这 样 的 事实 ,16 
二 17 一 1=2:， 这 就 容许 我 们 将 问题 化 为 一 系列 的 二 次 方程 的 
解 . 若 p 是 形 如 2 十 1 的 素数 , 则 可 用 高 斯 的 方法 借助 直 尺 圆规 
构造 正 p 边 形 ， 当 此 含有 奇数 的 因素 w 时 ，2 十 1 不 可 能 是 素 
数 ， 事 实 上 ， 令 & 一 zw， 并 设 2 二 4， 则 

2 十 1 一 2 十 1 一 水 十 1 一 (4 十 DC 一 4 十 十 1 
这 样 一 来 ， 和 十 1 不 是 素数 ， 要 2 十 1 是 素数 ,上 必须 是 2 的 方 
埋 , 即 4 一 2 所 以 我 们 必须 找 形 如 27 十 1 的 素数 , 即 费 马 素数 . 
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第 五 章 ”代数 方程 式 的 根 


$ 1 代数 方程 式 


.1.1 一 次 方程 与 二 次 方程 

为 了 使 我 们 的 讨论 是 完备 的 ， 使 我 们 能 从 简单 的 东西 中 找 
出 引 我 们 深入 的 东西 ， 也 为 了 使 读者 体会 到 数学 家 在 创立 这 些 
理论 时 所 走 寺 的 艰苦 而 漫长 的 道路 ， 我 们 就 从 代数 方程 最 基础 
的 概念 开始 

如 果 方 程 是 一 次 的 ， 那 么 它 的 形状 是 

aoz 十 四 一 0， ao 天 0， 

由 此 解 得 


一 和 到 


xz 一 一 开 . 
ao 
二 次 方程 有 如 下 形式 
aaz 十 atz 十 as 一 0， ao 天 0. 
用 m 遍 除 各 项 后 ， 我 们 可 假定 二 次 方程 取 
»。 Bd" 


z+prta—0 (LD 
的 形式 .如 所 周知 ,这 一 方程 可 用 “配方 法 ”来 解 ， 只 要 太一 
49 之 0， 我 们 有 


二 +p 二 各 一 在 一 gq， 
pp 
[+ 一 全 一 人 
5 ， 

z+ 名-4. 
于 是 我 们 得 到 两 个 解 

es 01.2) 
命 ”D=p'--4g， (1.3) 


我 们 称 D 为 方程 (1. 1) 的 判别 式 . 

当 D>0 时 , 方程 (1,1) 有 两 个 不 同 的 实 根 . 方程 (1. 1) 
有 两 个 重 根 的 充 要 条 件 是 PD 二 0. 

当 DD<0 时, 方程 没有 实 根 . 这 就 是 说 , 对 于 实 系数 的 二 次 
方程 来 说 ， 实 数 域 已 经 不 够 用 了 ， 只 有 在 复数 域 中 才能 给 出 完 
着 的 解答 ， 在 复数 域 中 ,方程 〈1. 1) 的 解 具有 形式 


4 一 一 各 二 i 9 一 个， 
前 面 我 们 假定 了 二 次 方程 (1. 1) 是 实 系数 的 ， 当 衣 程 是 复 系数 
时 ， 上 面 的 方法 依然 姿 效 ， 并 且 仍然 有 两 个 解 . 
知道 了 一 次 方程 的 两 个 根 就 可 将 它 分 解 因 式 ， 我 们 有 
Zprtg= (x—z) (zr—zx2)=0. 
由 此 不 难得 出 著名 的 韦 达 定理 ， 


Tr Pp, Tl" Lag. {1.4) 


一 次 方程 太 简 单 ， 没 有 多 少 东 西 可 谈 ， 但 二 次 方程 却 提供 


的。 


给 我 们 不 少 信 息 ， 如 因 式 分 解 ， 根 与 系数 的 关系 等 ， 这些 将 成 
为 我 们 研究 高 次 方程 的 重要 借 监 、 


1.2 三 次 方程 
用 配方 法 解 二 次 方程 时 在 巴比伦 时 代 就 已 经 知道 了 .高 于 
二 次 的 方程 就 是 另外 一 回 事 了 . 解 一 般 的 三 次 方程 要 困难 得 多 ， 
这 使 得 许多 古代 数学 家 的 努力 都 归于 失败 . 直到 16 世纪 初 的 意 
大 利 的 文艺 复兴 时 代 ， 这 个 何 题 才 为 意大利 的 数学 家 所 解决. 
设 一 元 三 次 方程 为 
y+ay:+asyt+as=0. (1.5) 
下 面 证 明 它 有 三 个 根 ， 并 给 出 求 根 公式 ， 在 这 之 前 ， 我 们 先 给 
出 根 与 系数 的 关系 ， 设 〈1. 5) 的 三 个 根 为 yy，y%，ys， 则 
ytay taytas= Cy— yy—y) (yy—y) 
= ty ty yt yyst yy F391)y— yiyeys» 
由 此 可 得 
ai 一 一 (十 二 2)， 


Qs yy yy ya (01.6) 
3 一 一 为 Jaya。 
这 就 是 三 次 方程 的 韦 达 公式 . 
现在 回 到 一 般 的 三 次 方程 (1. 5), 这 个 方程 可 化 为 不 含 x? 
项 的 三 次 方程 ; 
Tpxr+q=0. (1.7) 
事实 上 ， 只 要 令 ?一 z 一 号， 代入 方程 (1.5)， 得 


A 


(a) els- 和) tos) + 


=z 3 针 +++are 十 … 


» 86° 


式 中 “…” 表 示 之 的 一 次 项 及 零 次 项 各 项 ， 由 此 可 见 , 含 x? 的 
项 于 相抵 消 了 ， 再 合并 同类 项 ， 得 到 的 就 是 方程 (1. 7). 
这 样 -- 来 , 问题 化 为 如 何 解 方程 (1.7) 了 . 由 二 项 式 定理 ， 
Cfo) = uw(yt vo) tw. 
以 z 一 x+ 代入 , 则 得 


一 3aoz 一 (os 十 03) 一 0. 《1. 8) 
比较 方程 (1.7) 与 (1. 8), 可 得 
g=—(w+v), {1.9) 
p= — 3uw, 《1.10) 
有 一 一 27zap3. (1.11) 
由 《1.9) 和 (1.11) 知 , w*、v 是 二 次 方程 
gz 一 人 = {1.12) 


的 根 ， 解 方程 (1. 12)， 得 


a 
2 2 十 4 7 {1.13) 
所 以 
, ， 
_ /sf -和 [Ep 
i -| 2 十 4 tg7? v 2 地 十 他 《1.14》 


这 样 一 来 ， 我 们 就 得 到 了 方程 〈1. ?) 的 根 ; 


四 / 守 + 务 + 
(15) 
因为 立方 根 在 复数 域 中 有 三 个 值 ， 所 以 (1.14》 给予 三 
个 信和 = 三 个 值 ， 但 是 利用 公式 (1. 15) 时 ， 不 能 取 v* 的 任 一 
值 与 v 的 任 一 值 想 组合; 对 于 的 任 一 值 必 须 取 三 个 5 值 中 满 
足 条 件 (1. 10) 的 那个 值 . 
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设 w, 是 a 的 三 个 值 中 的 任 一 个 . 如 第 一 章 $ 1 中 指出 的 , 
的 其 它 两 个 值 可 用 1 的 立方 根 “ 与 of 乘 zn 来 得 到 ， 
Hy = 


以 uw 记 v 的 三 个 值 中 由 (1, 10) 的 关系 对 应 于 的 那 值 , 即 ww 
一 一 对 的 和 两 个 什 是 


如 一 mW， VU, 
因为 由 改 =1， 


U2 HW 二 一 二 


3 
所 以 w 与 vs 对应; 同 理 w， 与 v2 对应. 这样 一 来 , 方程 (1.7) 
的 三 个 根 是 ; 
一 二 Diy 
Zs = 0 wv (1.16) 
T= 十 Va 二 十 Ui0。 ” 
例 解 兰 次 方程 
二 一 3x 一 0. 
解 : 这 是 一 个 特别 选 好 的 例子 ， 它 的 解 显然 是 
z=0, z= V3, z=— M3. 


因此 容易 用 它 来 验证 我 们 的 公式 ， 
我 们 有 p= 一 3, gq=0. 由 (1.12) 得 
首先 考虑 w* 一 i。 由 此 解 得 w 的 三 个 根 ， 
. i wo Sti ,V3 
1 了 2 一 2 - 
由 下 = 解 得 由 关系 1. 10) 确定 的 v 的 三 个 相对 应 的 值 为 
n= wu 一 一 国志 


把 w 和 ww 的 对 应 值 加 起 来 ， 就 得 到 方 各 式 的 三 个 根 
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z=0, za— V3, z=— v3, 
于 是 得 到 了 我 们 已 经 知道 的 解 . 

三 次 方程 的 求解 公式 叫 卡 丹 公式 ， 是 意大利 米兰 的 数学 各 
物理 教授 卡 丹 (Cardan, 1501 年 一 1576 年 ) 最 先 刊登 于 1545 年 
他 所 出 版 的 著作 《大 法 》(Ars magna) 里 ， 他 这 种 方法 得 之 于 
意大利 数学 家 塔 尔 塔 里 雅 (Tartaglia, 1500 年 一 1557 年 ), 这 里 
有 一 段 有 趣 的 故事 ， 原 来 这 一 问题 最 初 是 由 意大利 数学 家 齐 波 
* 菲 洛 (Scipione dal Ferro，1465 年 一 1526 年 》 解决 的 . 但 他 
没有 发 表 他 的 解法 ， 按 照 当 时 的 风气 ， 人 们 常 把 所 得 的 发 现 保 
密 , 而 向 对 手提 出 挑战 , 要 他 和 们 解决 同样 的 问题 . 在 1510 年 左 
右 ， 他 把 他 的 方法 秘 传 给 他 的 一 个 学 生 ， 硬 洛 去 世 后 ， 这 个 学 
生 向 当时 意大利 最 大 的 数学 家 之 一 的 塔 尔 塔 轩 雅 所 出 挑战 ， 要 
他 解 出 30 个 三 次 方程 . 塔 尔 塔 里 雅 起 而 应 战 , 并 且 用 八 天 的 时 
馈 结 束 了 这 场 竞 赛 , 解 出 了 对 手提 出 的 所 有 30 个 方程 , 得 到 了 
解 形 如 x 十 px 十 q 二 0 的 任何 三 次 方程 的 方法 ， 

当 卡 丹 获 悉 这 一 发 明 后 ,就 央求 塔 尔 塔 里 雅 将 秘诀 告诉 他 ， 
并 发 暂 对 此 保守 秘密 ， 在 卡 丹 的 层 求 之 下 , 塔 尔 塔 里 雅 才 把 他 
的 方法 写成 一 首 语言 上 沁 的 诗 告诉 了 卡 丹 ， 但 是 卡 丹 背 弃 了 他 
的 诺言 ， 而 将 方法 发 表 了 . 

现在 周到 我 们 的 三 次 方程 ， 令 

D- 开 十 名， (1.17) 
并 称 它 为 三 次 方程 (1. 7) 的 判别 式 . 这 是 因为 决定 了 根 的 性 
谋 , ， 

D0 是 方 程 (1.7) 有 重 根 的 必要 县 充分 的 条 件 . 事实 上 ， 

这 时 w= 一 人 所 以 
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， 
T=—2Af 4， 

:三 ， 
Ei 


这 是 因为 % 是 方程 z? 十 rf 十 1 一 0 的 根 ,所 以 ?十 w 十 1=0, 或 地 
十 ao 一 一 1. 

从 前 面 的 讨论 中 我 们 又 一 次 看 到 了 复数 的 作用 .复数 在 本 
质 上 是 不 可 缺少 的 ， 即 使 对 实 系数 方程 而 言 也 是 一 样 . 


1.3 四 次 方程 . 

在 三 次 方程 被 成 功 地 解 出 之 后 ， 意 大 利 数学 家 费 拉 里 
(Lodovico Ferrari，1522 年 一 1565 年 ) 根 快 就 给 出 了 一 般 四 次 
方程 的 解法 ， 并 发 表 在 卡 丹 的 《大 法 》 中 ， 


贡 一 元 四 次 方程 为 
tay ay tayt+a=0. (1.18) 
我 们 首先 指出 ， 这 个 方程 可 以 化 为 不 售 x 项 的 方程 ， 
zt 十 gx? 十 rx 十 s 一 0. (1.19) 


事实 上 , 令 y=z 一 从, 代入 (1.18) 得 
[= 人 +a[z-2 +…=0, 
Ca en 
式 中 “…” 表示 低 于 z 的 三 次 方 的 项 ， 由 此 可 见 含 ?的 项 互相 
抵消 了 . 
这 样 一 来 ， 问 题 化 为 解 方程 1. 19). 
在 解 四 次 方程 (1.19) 以 前 ,我 们 先 回顾 一 下 三 次 方程 


《1.7) 的 解法 ， 在 那里 我 们 引进 了 一 对 辅助 变量 w、v， 以 及 一 
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个 辅助 二 次 方程 
tee 
式 中 z 一 局 或 ww. 解 出 这 个 方程 就 可 得 到 三 次 方程 的 解 . 解 四 次 
方程 (1. 19) 与 解 三 次 方程 (1.7) 的 基本 想法 是 类 似 的 , 不 过 
四 次 方程 更 复杂 一 些 ， 在 解 四 次 方程 时 需要 引进 的 不 是 二 个 畏 
助 变量 ， 而 是 三 个 辅助 变量 *、w、z， 引 进 的 辅助 方程 也 不 再 
是 二 次 的 而 是 三 次 的 了 ， 下面 我 们 就 来 解 方程 〈1, 19)， 
令 工 =w 十 v 十 w， 于 是 有 
Tu 二 ww 二 2(uv+ vw wun), 
Tv 二 wv (uve wu) 
+T4(uvt vw twa)?. 
将 所 有 这 些 结果 代入 (1.19) ,得 
Cot) 4 0 二 tw) (uot vw wu) 
+4(uvt vw 二 ww) ?g(a 二 vw 十 ww ) 
十 2g (xm 十 zz 十 wo 十 r(z 十 u 十 ww) 十 5 一 0 


注意 到 
4uv twwt rw) = 4[ Cv + vw + ri) 
2uww (ut vtw)], 
从 面 得 到 
Cu tv tw ) + 2 vt ww tm) 2+ vw ) +g] 

Tq(w: +o +w’) + (Buvwtr) (ut ottw) 

+ dwt vw tw ) 十 5 一 0 (1.20) 
www 是 三 个 变数 , 面 这 里 只 有 一 个 方程 ,要 想 通 过 wv.w 来 
确定 = 还 必须 增加 两 个 条 件 . 

今 设 
2 tv ww) +g=0, - 
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8urro 十 r 一 0. 
即 
o2+oTos 一 一 全 ， 《1.21) 
ww 二 一 后- (1. 22) 
这 时 (1. 20) 变 为 
(w+) + gle to te) 400 ++) 十 s =0. 
再 把 (1. 21) 代 入 可 得 
EE tv tw 0. 


4 2 
从 而 

wp tv tw TE (1, 23) 
由 (1.22) 得 

evr (1.24) 


将 (1.21)、(1.23) 与 (1. 24) 结合 起 来 ,利用 三 次 方程 的 根 
与 系数 的 关系 可 知 ， 吧 、 双 、to 为 三 次 方程 
2 十 和 9 一下 0 G.25) 
的 根 ， 车 这 个 三 次 方程 的 根 为 z1,、z,、zs， 则 
ua 一 土 Va ，b 一 士 Vz， 四 一 土 V 王 ， 
这 时 z=w 十 v 十 w 有 8 种 可 能 的 结合 , 但 由 于 受到 条 件 (1. 22) 
的 限制 ， 实 际 上 只 有 四 种 结合 ， 这 就 是 四 次 方程 的 四 个 根 . 
戈 们 看 到 了 ， 解 四 次 方程 要 预先 解 一 个 形 如 〈1. 25) 的 三 
次 方程 . 
一 个 重要 的 事实 是 ， 二 次 方程 的 根 是 通过 系数 的 根 式 来 表 
示 的 ,三 次 方程 与 四 次 方程 的 根 也 是 通过 系数 的 根 式 来 表示 的 . 
至 于 五 次 以 上 的 方程 就 完全 不 同 了 ,下 面 我 们 还 要 谈 到 这 一 点 . 
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还 有 一 点 值得 指出 ,我 国 对 高 次 方程 的 研究 也 开始 得 很 早 
早 在 唐 朝 , 王 孝 通 著 的 《 辑 古 算 经 》 就 记载 有 方程 x’ 十 px? 十 gx 
一 4， 并 说 明 “ 以 立方 除 之 ” 到 了 13 世纪 的 金 元 时 期 , 有 李 冶 
《1192 年 一 1279 年 )， 素 九 韶 〈1247 年 )， 杨 辉 (1261 年 一 1275 
年 )， 朱 世 杰 〈1303 年 ) 等 ,都 曾 对 高 次 方程 提出 解法 ， 当 时 用 
算 筹 可 以 解 出 十 次 方程 ， 但 在 我 国 古代 ， 数 学 偏重 于 应 用 ， 只 
讨论 正 根 ,不 讨论 负 根 ， 自 然 更 没有 卉 根 -. 不 过 在 13 世纪 我 们 
已 经 能 求 出 高 到 十 次 方程 的 正 根 ， 这 仍然 值得 我 们 自豪 


1.4 五 次 以 上 的 方程 

五 次 以 上 的 方程 如 何 解 ? 是 不 是 和 二 次 、 三 次 、 四 次 方程 
一 样 ? 它们 的 根 是 否 可 以 用 系数 的 根 式 表 出 来 ， 只 不 过 是 技巧 
更 高 起， 表达 式 更 为 复杂 呢 ? 产生 这 种 想法 是 很 自然 的 ， 代 数 
发 展 史 本 身 就 是 一 个 很 好 的 说 明 . 

在 意大利 数学 家 成 功 地 解 出 了 三 次 方程 和 四 次 方程 之 后 ， 
当时 的 数学 家 受到 极 大 的 鼓舞 ， 并 立刻 开始 研究 高 次 方程 的 解 
法 ， 试 图 用 根 式 解 出 五 次 、 六 次 乃至 更 高 次 的 方程 ， 这 种 努力 
持续 了 两 个 半 世 纪 之 久 ， 而 没有 获得 成 效 ， 自 然 界 一 个 普遍 法 
则 是 : 量变 引起 质变 ， 方 程 次 数 高 到 一 定 程度 这 里 是 五 )， 原 
来 的 方法 就 失效 了 ， 当 时 的 数学 家 做 梦 也 没有 想到 他 们 的 努力 
是 徙 劳 的 . 直到 18 世纪 的 后 半 时 ,人 们 才 意 识 到 这 样 -- 种 结局 - 
法 国 著名 数学 家 拉 格 庚 日 在 1770 年 一 1771 年 发 表 的 长 六“ 美 
答 代 数 方程 解法 的 思考 ”中 指出 ， 用 代数 运算 解 一 般 的 高 次 方 
程 (m>4) 看 来 是 不 可 能 的 .这 里 代数 运算 指 的 是 加 、 减 、 乘 、 
除 、 乘 方 〈 指 数 是 整数 ) 与 开 方 这 六 种 适 算 ， 便 说 ， 或 者 是 这 
个 问题 超出 了 人 类 的 智力 范围 ， 或 者 是 很 的 表达 性 质 一 定 不 同 
于 当时 所 知道 的 一 急 ， 后 面 这 一 猜测 道 出 了 问题 的 关键 所 在 
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1824 年 , 当天 才 的 挪威 青年 数学 家 阿 贝尔 (1802 年 一 1829 
年 ) 的 著作 出 版 时 ， 引 起 了 所 有 数学 家 的 惊奇 ， 他 证 明了 : 如 
果 方 程 的 次 数 x 之 5, 并 且 将 方程 式 的 系数 看 成 字母 ,那么 任何 
一 个 由 这 些 系数 组 成 的 根 式 不 可 能 是 方程 的 根 、 原 来 一 切 国家 
的 最 伟大 的 数学 家 三 个 世纪 以 来 用 根 式 去 解 五 次 以 上 的 方程 所 
以 不 能 获得 成 功 ， 是 因为 这 个 同 题 根本 没有 和解. 


$ 2 代数 基本 定理 
2.1 引言 
现在 我 们 转 而 研究 高 次 方程 的 根 的 存在 问题 。 考 虞 一 般 的 
次 方程 
Ta 十 est 0 《2.1) 


这 里 系数 a1, as，…, a,-1, a 都 是 已 知 的 复数 . 我 们 假定 的 
系数 是 1, 当 首 项 z 的 系数 不 是 1 时 , 用 z* 的 系数 注 除 各 项 系 
数 . 
ns4 的 情况 前 面 已 经 研究 过 了 ， 在 这 种 情况 下 我 们 知道 ， 
如 果 把 根 的 重 数 计算 在 内 , 那 末次 方程 有 个 解 . 当 z2z5 时 
情况 怎样 呢 ? 是 不 是 次 方程 仍然 恰 有 x 个 根 呢 ? 这 就 是 代数 
基本 定理 所 要 回答 的 问题 . 
代数 基本 定理 次 方程 (2.1) 至 少 有 一 个 实数 根 或 复数 
根 . 
这 个 定理 是 整个 数学 中 最 重要 的 定理 之 一 ， 它 在 代数 学 中 
起 着 基石 的 作用 ， 因 而 称 它 为 “代数 基本 定理 ” 
代数 基本 定理 的 证 明 是 困难 的 ， 经 过 几 代 数学 家 的 努力 才 
oa 


得 出 它 的 严格 证 明 。 不 无 惊奇 的 是 ， 就 其 本 质 而 言 ， 证 明 方法 
不 是 代数 的 ， 而 是 分 析 的 代数 基本 定理 的 任何 一 种 证 明 都 用 
到 了 相当 深刻 的 分 析 结 果 ， 因 而 它 的 任何 一 个 严格 证 明 只 能 出 
现在 分 析 的 严密 化 之 后 ， 这 之 前 的 任何 证 明 都 必然 有 这 样 或 那 
样 的 缺陷 ， 代 数 基 本 定理 的 第 一 个 证 明 是 达 半 贝尔 给 出 的 ， 他 
用 到 了 数学 分 析 中 的 一 个 命题 ， 定 义 在 有 限 闭 区 间 上 的 连续 函 
数 一 定 在 某 一 点 取得 最 小 值 . 这 个 答题 的 严格 证 明 是 在 18 世纪 
后 半 时 才 得 到 的 ， 即 在 达 关 贝尔 的 研究 一 百年 后 才 得 到 的 

1799 年 高 斯 对 代数 基本 定理 给 出 了 他 的 第 一 个 证 明 . 他 的 
证 明 依赖 于 对 复 教 的 承认 ,从 而 对 巩固 复数 的 地 位 做 出 了 贡献. 
在 高 斯 以 及 高 斯 以 前 那些 年 代 ， 尽 管 复数 获得 了 许多 卓有成效 
的 应 用 ， 人 们 依然 对 它 怀 有 疑 俱 ， 在 当时 数学 家 的 眼中 复数 仍 
然 不 是 数学 大 家 庭 中 的 合法 成 员 ， 高 斯 的 证 明 也 不 是 完全 严格 
的 . 除 此 之 外 ,当时 , 高 斯 还 给 出 了 这 个 定理 的 三 个 别 的 证 明 
现在 已 经 有 了 一 系列 不 同 的 完全 严格 的 证 明 ， 在 任何 一 本 复 变 
函数 的 教材 中 都 可 找到 它 的 证 明 ， 下 面 我 们 将 要 给 出 这 个 定理 
的 一 个 比较 初等 的 证 明 . 


2.2 分 解 因 式 与 韦 达 定 理 
只 要 暂时 承认 代数 基本 定理 ， 就 可 将 二 次 方程 与 三 次 方程 
的 韦 达 定 理 推广 到 次 方程 ， 为 此 ， 先 研究 次 方程 的 因 式 分 
解 . 设 
f(r)=z ta lt ta 
是 任意 给 定 的 < 的 次 多 项 式 , 其 中 系数 a,，.…， a, 是 给 定 的 
实数 或 复数 ， 由 代数 基本 定理 ,方程 
flz)=0 (2.2) 
至 少 有 一 个 实 根 或 复 根 . 设 x 是 (2. 2) 的 一 个 根 .以 (z 一 xm) 去 
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涂 f(z), 由 于 涂 式 是 一 次 的 ,因此 余数 是 一 个 常数 尺 , 即 我 们 有 
恒等式 

f(z)=(r—x) f(r) toR, 
式 中 有 (zx) 是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 . 将 根 <, 代入 上 式 就 得 到 尺 = 
0. 这 样 一 来 ， 

天 (2 一 (z 一 20D 记 (z)- 
这 说 明 ,车 x 是 f(x) 二 0 的 一 个 根 的 话 , (x 一 zx1) 就 能 整除 多 项 
式 了 (zx). 有 (Cz) 是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 , 由 代数 基本 定理 , 它 也 有 
一 个 根 x,, 与 前 面 一 样 ,我 们 得 到 

F(z) = (xz) f(r), 
式 中 f(x) 是 一 个 “一 2 次 多 项 式 . 这 个 过 程 可 以 继续 下 去 , 这 
样 我 们 就 证 明了 ,多 项 式 f(x) 可 以 表示 成 一 次 因 式 的 连 先 积 的 
形状 ; 

ft) {rrr ra) rT). (2.3) 
因而 每 一 个 ”次 方程 有 且 只 有 = 个 根 ， 这 些 根 可 以 是 全 不 相等 
的 ， 也 可 以 有 一 些 是 相同 的 ， 当 有 一 些 根 是 相同 的 时 候 ， 我 们 
就 把 相互 相同 的 根 的 个 数 叫做 这 个 根 的 重 数 .例如 是 方程 

(x—1)(zt+1)=0 
的 二 重 根 . 

”将 (2. 3) 的 有 边 乘 开 ,并 与 左边 z 的 同 次 筹 的 系数 相 比 较 ， 

我 们 就 得 到 

一 二 十 2 十 十 XT 

GsmtT TT 十 Ts 

as=xzzsT TTT (2.4) 

士 Qn 二 Xj 
这 就 是 次 方程 的 韦 达 公式 . 
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2.3 子 序列 
为 了 证 明代 数 基本 定理 ， 我 们 需要 引入 子 序列 的 概念 ， 这 
里 指 的 是 序列 的 一 部 分 项 斯 组 成 的 序列 ， 例 如 在 序列 


1 1 工 
1 


中 ， 由 分 母 是 偶数 的 项 所 组 成 的 序列 
二 
就 是 窗 的 一 个 子 序列 。 所 有 分 母 都 是 奇数 的 项 组 成 的 序列 也 是 
它 的 一 个 子 序列 ， 这 种 挑选 的 规则 可 以 是 任意 的 ， 因 而 一 个 席 
列 的 子 序 列 可 以 有 非常 多 ， 不 难看 出 ， 一 个 序列 收 伍 ， 则 它 的 
矛 序 列 也 收敛 ， 问 题 在 于 ， 一 个 序列 本 身 不 收敛 有 时 也 可 以 挑 
选 出 收敛 的 子 序列 .我 们 感 兴趣 的 是 ， 在 什么 条 件 下 可 以 从 一 
个 序列 中 挑选 出 收敛 的 子 序列 ? 
定理 1 一 个 有 界 的 复数 列 有 收敛 的 子 序列 
定理 1 的 严格 证 明 需 要 实数 的 连续 性 公理 
连续 性 公理 ” 设 给 定 两 个 实数 列 : 
ae 生生 as< 娘 … 上 
脱 加 2P 久 入 六 本 
使 得 对 任何 一 个 都 有 wa,<<5,， 并且 
Bar*0, {nro0) 
那么 ， 有 且 仅 有 一 个 实数 。 存在 ， 使 得 对 于 一 切 4 都 有 : 
arb 
连续 性 公理 的 几何 解释 是 :如果 在 实 轴 上 给 定 一 个 线段 列 
[a.， 6b -使 得 [awts， 6+] 包含 在 [a, 如] 中 (网 图 5.1)， 
并 且 线段 的 长 可 以 任意 小 ,那么 有 一 点 C 存在 ， 它 属于 一 切线 
段 . 换言之 ,线段 收缩 到 一 点 ， 而 不 是 “空地 "， 这 就 是 说 实 灿 
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是 连续 的 ， 而 没有 汤 开 . 
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图 5.1 
由 实数 集 的 连续 性 出 发 立刻 可 得 出 复数 集 的 连续 性 
如 果 在 复 平面 上 给 定 一 串 边 与 坐标 轴 平 行 的 长 方形 4， 
入 ，…，A.，… ( 见 图 5.2), 使 得 和 +i 包含 在 4. 里面 ， 并 且 当 
neo 时 ，A 的 对 角 线 趋 于 0， 那么 有 且 仅 有 一 点 属于 这 唐 长 方 
形 中 的 每 一 个 ， 从 图 5. 3 看 得 很 清楚 ， 为 了 证 明 这 个 性 质 ， 只 
天 将 长 方形 投射 到 坐标 轴 上 就 可 以 了 . 
连续 性 公理 有 时 被 称 
为 中 国贸 公 理 ， 这 是 因为 
我 国 的 艺术 家 们 用 他 们 精 
湛 的 艺术 由 一 块 象 牙 队 出 
无 数 个 精致 华丽 的 盒子 ， 
这 些 伪 于 一 个 套 着 一 个 . 
定理 1 常 被 叫做 波 尔 
察 诺 一 散 尔 斯 转 拉 斯 定 
理 .现在 用 连续 性 公理 证 
明 它 . 
Bs.2 定理 1 的 证 明 ， 
设 复 教 序列 是 {z,)， 
国 为 它 是 有 界 的 ， 所 以 可 用 一 个 边 平行 于 坐标 输 的 长 方形 把 它 
们 莉 包 起 来 ,将 这 个 长 方形 记 为 W， 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 把 
A 分 成 四 个 相等 的 部 分 ,其 中 至 少 有 一 部 分 窒 有 序列 的 无 穷 多 
项 ,并 把 这 部 分 记 作 At 将 4 再 分 作 相等 的 四 部 分 ， 然 后 取 其 
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中 含有 无穷 多 项 的 那 部 分 ， 记 为 4,: 将 这 一 过 程 无 限 次 地 重复 
下 去 ， 就 得 到 一 个 长 方形 品名， 瀛 ，…， 么 ，…， 根 据 连 续 性 
公理 , 存在 唯一 的 一 点 z。 属于 一 切 长 方形 . 现在 找 出 收敛 的 子 
序列 已 不 困难 了 . 这 只 要 依次 在 4 中 取出 第 一 项 , 记 为 =， 在 
入 中 取出 第 2 项 x.,，…, 在 全 中 取出 第 zs 项，*…, 不 难看 
出 {z,} 的 子 序列 {z。) 收敛 到 xn 《图 5. 3). 


2.4 多 项 式 模 的 极 小 值 定理 
考虑 na 次 多 项 式 
7(z) 一 四 十 at 十 十 es ix 十 as 

我 们 现在 开始 给 出 代数 基本 定理 的 证 明 . 这 个 证 明 分 为 两 步 ， 

TD 在 复 平面 上 存在 一 点 x。，, 使 得 对 复 平面 上 的 任何 * 都 有 
f(xo)1&1f(z)1, 即 多 项 式 的 模 在 复 平面 上 的 菜 一 点 到 得 极 小 
值 . 

2) 车 z。 是 这 样 一 点 使 1fCzo) | 取得 极 小 值 , 则 (zo) 一 0. 

在 这 一 段 我 们 先 证 明 第 一 部 分 . 为 此 我 们 需要 下 面 的 引 理 ， 
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下 理 设 多 项 式 f(z) 的 次 数 之 1， 给 定 一 个 正 数 M>0， 
存在 一 个 实数 R>0， 使 得 对 于 一 切 jz|>R 都 有 |./z7)1 >M. 

证 明 ， 对 多 项 式 的 次 数 = 作 归 纳 法 . 

首先 ， 设 * 一 1， Fe) 一 ae 十 bz， 6x0. 那么 

f(z) |= 1atbzl2 lsz1—lal=1s1 lz|— tal. 

对 于 给 定 的 M, 取 RR 一 (M 十 1a1)/151, 于 是 当 |z1 之 R 时 ， 
[ft |>M. “ 

其 次 ,假定 定理 对 一 1 次 多 项 式 成 立 , 设 f(z) 的 次 数 是 下， 
则 天 = 一 a 十 zz) ,万 (z) 是 一 1 次 多 项 式 . 

对 于 给 定 的 M; 取 R 之 1, 使 得 当 1z| 之 RR 时 ,| 了 1(z)|>M 十 
lal. 于 是 当 |z|>R 时 ， 

(f(z)1= |atzfi(z) | 
宕 lz{lfi(z)|—tal 
flal>M+lel~lal>M. 

根据 归纳 法 , 引 理 得 证 . 

现在 我 们 可 以 证 明 多 项 式 模 的 极 小 值 定理 了 . 

定理 2 存在 复数 x, 使 1 fCzo) | 最 小 , 即 对 任何 复数 > 都 
有 |flz)| 守 1xo) |. 

证 明 : 设 1f(0)1g. 任 取 G>g. 根 据 前 曾 的 论述 ,存在 一 
个 正 数 R, 当 |z|>R 时 ,|f(z)|>G. 

如 果 g 一 0, 导 A(0) 二 0, 则 多 项 式 f(z) 的 模 |f(z)| 在 点 0 
处 述 到 最 小 值 ,因为 对 任何 < 都 有 17(z) | 之 0. 

如 果 g>0, 并 且 对 一 切 点 x 都 有 |f(z) |g, 那 末 [f(z) | 也 
在 0 点 处 有 最 小 值 . 我 们 假定 存在 一 点 x, 使 |f(z)|<g. 考虑 序 
列 


这 是 一 个 递增 的 序列 . 由 于 对 于 一 切 * 都 有 |/(z)| 之 0, 而 存在 
全 CTS 所在 上 大 证 有 “个 最 大 的 使 


对 一 一 切 < 都 有 |/(z) | 之 起 ,而 存在 z 使 |f Cz) 1 < 全 1 lg. 记 Cc. 
2 zi 十 1 
= 这,C= 汪 18. 

由 于 当 1z| 之 RR 时 |f(z)1>G>g, 所 以 对 于 一 切 #, 都 有 
m1 二 R. 因而 这 些 x, 构成 一 个 有 界 点 列 ,其 中 可 能 有 重复 的 - 
由 定 至 1, 存 在 一 个 收敛 的 子 序 =, 收 伍 到 一 点 zo: 

limz,, 一 zo. 
我 们 来 证 明 , 在 zo 处 1f(z) | 有 极 小 值 . 即 对 任何 复数 = 都 有 
1f(z)| 汪 1f(zo)1. 事 实 上 , 设 z 是 任意 一 点 ,这 时 


1f (2) 12C,, =C,— 和 >|f(z) | 一 二 
了 了 


=|f(zd) + fa) |—|f (20) |)—€. 
ns 


令 k>o0, 我 们 有 


lim& =0, 
am 


再 由 |f(z) | 的 连续 性 ,我 们 有 ， 

limtlf (ea) 1 ~ 1f(z0) 1)=0. 
这 样 一 来 ,我 们 就 得 出 

I 121/ 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 


2.5 代数 基本 定理 的 证 明 


下 面 我 们 就 来 证 前 代 数 基本 定理 ， 我 们 有 
0) 一 av 
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1 
1 
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根据 前 面 的 论述 ,总 存在 一 个 正 数 M>>0, 使 得 当 |z|>M 时 ， 
(f(z)1> 1a,l. 
现在 考虑 圆 盘 |z| 专 M. 由 定理 2, [f(z) | 在 圆 盘 |z| 志 M4 的 某 一 
点 z 处 取得 极 小 值 : 
Hf Gd lf 
车 |f《zo) |=0, 则 也 有 f(zo) 一 0, 从 面 代数 基本 定理 得 证 . 

今 假定 |f (zo) | 天 0. 考虑 多 项 式 Q(z) 一 f(z 十 zo) /f(z0). 
Q(x) 是 多 项 式 f(zo 十 <) 除 以 常数 f(zo), 所 以 仍 是 一 个 4 次 多 
项 式 . |Q(z) | 在 z=0 有 极 小 值 . QC(0) 二 f(zo)/f(zo) 一 1, 从 而 
QL 可 写成 下 述 形式 

Q() =1+ar tatiR() (n>1), 
这 里 e 天 0,ax" 是 Q(z) 中 系数 不 为 零 的 次 数 最 低 的 那 一 项 ， 
z"t1RCz) 表 示 高 次 项 ,R(z) 是 复 系 数 的 多 项 式 . 在 第 一 章 我 们 
曾 讨 论 过 方程 
ax"+1=0， 或 “+ 十 =0 
的 根 的 求解 问题 , 设 是 它 的 一 个 根 :ac" 十 1 一 0 或 cc" 一 一 1 
这 时 
名 (cz) 一 1 十 ac"e te tentiR(z) 
=1—z"+te"t zrtiR(cz). (2.5) 
IQlez)| 在 z=0 有 极 小 值 . 因为 多 项 式 在 有 限 图 盘 |z|<AM 上 
是 有 界 的 ,所 以 可 以 找到 一 个 正 数 了 ,使 得 |R(cz)|1< 7. 根据 
(2.5)， 
IlQ(ez) N12 |+ el le)" |Rez) | 
|1~—z"|+ le jz jtT. 
命 = 沿 正 实 轴 趋 于 0, 这 时 |1 一 2"| 二 1 一 z", 于 是 ， 
[IQ(en) E12 tt |e] 
"202。 


=1—z"(1—zle|™"'T) 
Sl- dz". 
这 是 因为 当 > 充分 小 时 ,1 -=lcfr572> 本 . 我 们 证 明了 , 当 = 充 
分 小 时 ， 
IlQcze)1<1=QCO). 
这 与 |Q(0) | 取得 极 小 值 是 东 盾 的 ,这 个 蔬 盾 建立 了 代数 基本 定 
理 . 


2.6 几何 解释 

我 们 对 代数 基本 定理 作 一 几何 考察 . 在 每 个 复数 * 上 安置 
一 个 立 坐 标 :, 它 的 长 等 于 多 项 式 f(x) 在 这 一 点 x 的 模 |fCzx) |. 
这 些 立 坐 标的 端点 形成 一 个 曲面 ,我 们 把 它 叫 做 多 项 式 f(z) 的 
模 曲 面 . 因为 |f(z) 1 之 0， 
所 以 这 个 曲面 无 论 在 什么 
地 方 也 不 会 降 到 复 平面 的 
下 而 , 同时 我 们 还 注意 到 ， 
对 于 复 平面 上 的 任 一 点 
z*， 曲 面 上 有 且 仅 有 一 点 与 
它 对 应 , 换 育 之 ,整个 曲面 
在 复 平面 上 只 有 一 叶 . 由 
于 |7F(z)| 是 = 的 连续 函 
数 ,所 以 当 * 在 复 平面 上 
连续 变动 时 ,这 个 曲面 的 
点 的 立 坐标 :二 1/(z) | 连 

图 5.4 续 地 变动 . 
代数 基本 定理 指出 ,多 项 式 /(z) 的 模 曲 面 至 少 有 一 点 接触 
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到 复 平面 . 事实 上 在 |/(z) | 的 每 一 个 极 小 人 处 给 出 f(z) 的 一 个 
根 ( 图 5.4). 极 小 值 的 个 数 等 于 f(z) 二 0 的 不 同根 的 个 数 . f(z) 
的 模 曲 面 由 这 些 极 小 值 在 复 平面 * 上 支 起 来 


383 幅 角 原理 


在 许多 应 用 中 需要 研究 多 项 式 的 根 的 分 布 问题 ， 在 证 明了 
代数 基本 定理 以 后 ， 这 个 问题 可 以 通过 下 面 将 要 论述 的 幅 角 原 
理 来 解决 . 

给 了 多 项 式 F(z) 及 复 平面 上 的 一 个 区 域 , 需要 知道 多 项 式 
在 这 个 区 域 里 面 的 根 的 个 数 

我 们 假定 区 域 D 是 由 一 条 封闭 的 曲线 围 住 的 (图 5. 5) ,, 并 
且 在 区 域 的 边界 上 多 项 式 f(z) 没 有 根 . 

1 考虑 两 个 辅助 平面 ,一 个 是 区 域 D 所 在 的 平面 , 称 为 z 平 
面 ; 员 一 个 是 也 平面 ,并 假定 wwf(z) 是 这 个 平面 上 的 点 . 当 z 
在 * 平 吞 上 变化 时 ,多 项 式 的 值 w= F(z) 就 在 由 平面 上 变化 


= $0¢* 


设想 点 z 沿 区 域 马 的 边界 正 向 (使 区 域 在 边界 的 左边 ) 通 
过 一 次 ,f(z) 就 在 也 平面 上 描 出 一 条 封闭 的 曲线 (图 5. 6), 根据 
假设 ,f(z) 在 DD 的 边界 上 任何 一 点 都 不 为 零 , 所 以 这 条 晤 线 不 
通过 原点 . 

下 面 的 定理 给 出 了 问题 的 解 . 

定理 1( 幅 角 原 理 ) 设 区 域 孔 由 一 条 闭 有 曲线 C 所 围 成 , 假 
定 多 项 式 f(z) 在 C 上 没有 零点 ,那么 ,f(z) 在 区 域 D 内 根 的 个 
数 等 于 当 = 沿 C 的 正方 向 通过 一 次 时 /ze) 绕 原点 的 圈 数 . 

证 明 : 设 ， 
fC2) =aor" + a! 十 a 
根据 代数 基本 定理 ,f(z) 可 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 

”AD 一 ao 一 az 一 aa 和 Ce 一 
由 复数 乘积 的 幅 角 等 于 因子 的 幅 角 的 和 ,我们 有 

argF(z) 一 argao 十 ar 名 (z 一 2 ) 二 *…+arg (2— 2). 

用 hargf (zx) 表示 x 绕 C 的 正方 向 环行 一 周 时 .A(z) 的 幅 角 的 改 
变量 . 易 见 ,这 个 量 是 2 的 整数 倍 . 用 barg (zx 一 z,) 表 示 z 绕 CC 
的 正方 向 环行 一 周 时 arg (zx 一) 的 改变 重 . 于 是 我 们 有 下 述 关 
系 式 : ， . 

Aargf (<)—Aargas+ Aarg (2—z1) + Aarg(z—z). 
因为 a。 是 一 个 常数 ,其 幅 角 不 会 改变 ,所 以 Aargao 二 0, zz 可 
雇用 从 点 到 点 = 的 向 量 来 表示 . 若 z, 在 的 内 部 ,从 几何 上 
看 , 当 点 x 沿 C 绕 行 一 周 时 ,向 量 z 一 zx) 以 = 为 趾 心 绕 过 一 整 
周 ( 财 5. 7), 因 此 Aarg(z 一 zi) 一 2r. 现在 假定 位 于 区 超 妆 外， 
在 这 种 情况 下 , 当 z 沿 C 线 行 一 周 时 ,向 量 = 一 = 没有 绕 寺 >， 
因此 4arg(z 一 =:) 一 0. 我 们 可 以 用 这 种 方法 考察 ACz*) 的 所 有 
根 . 由 此 我 们 得 出 结论 :4argf(z) 等 于 2r 乘 以 了 f(z) 在 区 域内 的 
根 的 个 数 . 因此 f(z) 位 于 区 域内 的 根 的 个 数 等 手 点 /Cs) 统 原 
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点 的 次 数 ,这 就 是 要 证 明 的 . 
通常 我 们 并 不 直接 用 幅 角 原理 来 计 
~ 人 算 某 区 域内 的 多 项 式 的 根 的 个 数 , 而 借 
N 助 下 面 的 路 西 定理 来 计算 . 
定理 2( 路 西 定理 ) 设 P(z) 和 
Q(z) 是 两 个 多 项 式 ,C 是 一 条 闭 曲 线 . 
z: 着 在 C 上 PP(z) 和 Q(z) 满 足 IP(z)|> 
jQ(z)|, 则 在 C 的 内 部 PCz) 十 Q(z) 和 
对 5.7 PC<) 有 相同 的 零点 个 数 . 
证 明 ,我 们 利用 幅 角 原理 来 求 PCz) 
十 Q(z) 的 零点 个 数 . 在 曲线 C 上 将 P(z) 十 Q(z) 改 写 为 


P(e) + =P (112)}. 
注意 ,在 曲线 C 上 ,1P(z)|>>1Q(z)|, 所 以 PCz) 在 C 上 不 会 为 
等 .于 是 

arg[P(e) +Q(e) J=argP ls) targ {1+ 9 } 


P(z) 
但 是 | 作品 | < 所 以 向 量 1 二 的 终点 画 出 一 条 闭 曲 线 , 束 


个 这 条 闭 曲线 都 在 以 1 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 回 肉 . 因此 这 个 向 
最 没有 绕 原 点 转 于 .于 是 当 = 绕 行 C 一 周 后 ,arg 1+ 多 (3 | 的 
全 没有 改变 , 所 以 

， ALargFP(z) 二 Q(z)] 一 AargP(z)- 

由 幅 角 原理 推出 ,P(z)+Q() 和 Pz) 在 C 内 有 相同 个 数 的 根 . 

鲍 求 在 |z1<1 内 方程 

: 对 一 4zs 十 中 一 1 一 0 
的 根 的 个 数 . 

“ 解 , 我 们 利用 路 西 定理 . 先 将 2+ 一 4 十 一 1 表示 成 P(x) 
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二 Q(z) 的 形状 ,其 中 PCz) 一 一 4zs,Q(z) 一空 十 幸 一 1 在 |z| 一 1 
上 
iQ(z)|= 1z+2 llz | 十 |z*| 十 1=3， 
IP(2)|=14z|=4, 
所 以 IlQt) IP) |. 
根据 路 西 定理 ,P(z) 二 Q(z) 一 z* 一 4z* 十 xz 一 1 在 圆 |z|<1 的 堆 
点 个 数 与 已 (z) 一 一 4zs 的 零点 个 数 相间 . 但 P(z) 在 1z|<1 的 
党 点 个 数 是 5， 所 以 方程 站 一 4zs 十 好 一 1 在 单位 图 内 的 零点 个 


数 也 是 5. 
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第 六 章 “” 整 函数 与 毕 卡 小 定理 


31 整 函 数 


1.1 整 函 数 的 概念 

前 面 我 们 详尽 地 讨论 了 多 项 式 的 零点 问题 ， 从 中 我 们 看 到 
了 数学 家 们 在 解决 这 一 问题 的 过 程 中 所 走 过 的 漫长 而 光辉 的 道 
路 ， 代 数 基本 定理 的 发 现 与 证 明 是 数学 史上 的 一 个 丰碑 ， 它 是 
几 代 数学 家 艰苦 努力 的 结果 .即使 到 了 现代 ， 仍 有 一 些 数学 家 
在 探索 给 出 它 的 更 简单 的 证 明 ， 人 们 总 是 在 不 断 地 深化 对 事物 
的 理解 ， 丰 富 对 事物 的 认识 ， 而 不 会 停留 在 一 个 水 平 上 ， 当 数 
学 家 们 解决 了 一 个 问题 之 后 ， 会 立刻 向 自己 提出 新 的 问题 ， 并 
开始 向 更 高 的 目标 前 进 

例如 ， 人 们 自然 会 想到 ， 可 不 可 以 把 多 项 式 的 概念 加 以 推 
广 ? 怎样 才能 把 多 项 式 的 概念 推广 到 更 一 般 的 函数 类 去 ? 在 更 
一 般 的 函数 类 中 零点 的 分 布 如 何 ? 还 有 没有 代数 基本 定理 的 类 
似 定 理 ? 
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代数 基本 定理 所 处 理 的 是 次 数 为 任意 的 多 项 式 的 根 的 问 
题 . 但 次 数 不 管 多 高 ， 它 总 是 有 限 的 ， 推 广 多 项 式 的 概念 ， 必 
须 打 破 次 数 是 有 限 的 这 一 限制 ， 而 引进 “无 穷 高 次 ”多 项 式 的 
概念 . 这 一 推广 在 古代 是 做 不 到 的 ， 舌 为 从 有 限 进 入 无 限 需要 
以 极限 概念 为 基础 ， 而 极限 概念 尽管 出 现 很 蛙 ， 但 只 有 到 了 牛 
顿 、 莱 布 尼 效 发 现 微 积 分 时 才 真 正 发 展 起 来 , 而 一 直到 了 19 世 
纪 才 告 完善 ， 

“无 穷 高 次 ”多 项 式 只 是 一 种 形象 化 的 语言 , 它 的 确切 表达 
是 整 函 数 ， 这 是 在 19 世纪 后 期 才 迅 速 发 展 起 来 的 一 个 数学 分 
支 , 在 20 世纪 初期 达到 高 潮 , 现在 仍然 是 数学 家 们 研究 的 一 个 
重要 课题 . 

我 们 从 中 学 中 已 经 熟知 的 几何 级 数 出 发 开始 我 们 的 讨论 . 
几何 级 数 

14z 二 zz 二 二 zr 十“ UD) 
以 z 为 公 比 ， 当 |z|<1 时 
1+z+z+ te 


这 时 称 级 数 《1. 1) 是 收敛 的 ， 称 于- 为 级 数 的 和 ， 这 就 是 说 ， 
下 述 极限 存在 ， 


lim = zl<1. (1.2) 
但 是 当 jz|>1 时 ，(1. 1) 不 收 敏 ， 即 极限 
tm 
不 存在 . 
形 如 


Qotart+asr’ 二 十 a 十 《1. 3) 
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的 级 数 称 为 震级 数 , 处 处 收敛 的 吞 级 数 是 多 项 式 的 自然 推广 , 如 
果 (1.3) 中 从 某 一 个 * 十 1 开始 所 有 的 系数 都 转化 为 0， 那么 ， 
作为 这 种 赛 级 教 的 特殊 情况 ， 我 们 就 得 到 次 数 不 超 过 二 的 多 项 
式 ， 
Pz) =aotazt ar". 
下 面 是 级 数 处 处 收敛 的 一 个 简单 判别 法 一 一 达 朗 贝尔 判别 
法 
车 lim| 和 | =0%， (人 
则 级 数 1. 3) 处 处 收敛 . 
证 明 , 在 x=0 时, 级 数 (1. 3) 明显 是 收敛 的 . 今 设 天 0. 
由 条 件 (1. 4) 我 们 可 以 找到 这 样 的 N, 使 得 当 a>>N 时 , 不 等 


式 


全 1 
| < 或 lensllzl< 寺 Iaul 


成 立 ， 因 而 从 N 十 1 项 开始 ， 我 们 有 


lowrzwej< 去 Jane|， 


Jantar™ ?| < lawnz* | < 去 lanz*|, 
lavrael< 南 lawzh， 


这 者 昧 着 当 a> N 时 ， 级 数 〈1. 3) 的 所 有 项 比 绝对 什 以 二 为 公 
比 的 几何 级 数 的 项 来 得 小 ， 所 以 级 数 1. 3) 不 但 收 佑 ,而 且 取 
绝对 信 后 仍 收 化 ， 我 们 称 之 为 绝对 收 代 

例 该 者 利用 达 朗 贝尔 判别 法 很 容易 验证 下 面 的 震级 数 都 
是 处 处 收 全 的 ; 
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并 十 卫 于 十 
1 十 车 十 其 十 … 十 车 十 

x x 四 
1 一 闸 + 和 每 “+ (一 D I+ 


Ea ye 
ts 1 CTIDTT+ 


1 一 知 + 午 可 + 十 (一 1 区 + 


it 

定义 ”处 处 收敛 的 堵 级 数 (1. 3) 的 和 叫做 整 应 数 . 

依 定义 ， 上 述 敌 级 数 的 和 函数 都 是 整 函 数 . 

迄今 为 止 ， 我 们 所 研究 的 整 函 孝 都 是 实 系数 的 ， 而 且 变 量 
工 取 实 值 . 但 这 是 不 必要 的 . 没有 什么 会 妨碍 我 们 在 复数 的 范围 
内 研究 矫 级 数 ， 只 要 将 (1. 4) 中 的 绝对 值 理解 为 复数 的 模 ， 并 
假定 这 个 条 件 仍 满足 就 行 了 。 因 为 这 个 条 件 保证 了 级 数 的 绝对 
收 钱 性 ， 以 下 我 们 仍 几 = 表示 复 变量 ,而 用 =、y 表示 实 变 量 . 

前 而 例 中 的 前 三 个 依次 收敛 到 e7，cosz 和 sinx, 其 证 明 超 
出 了 本 书 的 范围 .我 们 承认 它们 的 合法 性 ， 这 并 不 影响 我 们 对 
下 面 内 容 的 理解 . 将 自 变量 写 为 =， 于 是 我 们 有 


人 + 条 + 《5) 


cosz 一 1 一 条 二 各 “二 (一 D" 7 十 01.6) 


5 
sinz 一 < 一 条 十 村 Tt :十 (一 Dr 


Dt 


1.2 解析 函数 
设 w= F(z) 是 定义 在 区 域 忆 内 的 一 个 函数 ,如 果 对 于 区 域 
内 的 每 个 点 xm, 都 可 指出 它 的 一 个 邻 域 ; 在 这 个 锅 域 中 函数 
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f(x) 可 以 表示 为 x 一 z, 的 短 级 数 ， 
w= f(z)=00 te (es—z0) cz—z0) +" 
十 co(z ~z0)" 二 (1.8) 
那么 ,这 个 复 函 数 叫 做 在 这 个 区 域 D 内 的 解析 函数 
特别 池 , 当 区 域 D 是 以 z。 为 中 心 的 圆 时 ,要 f(z) 在 DD 内 是 
解析 的 ,只 要 级 数 (1. 8) 在 浆 个 圆 内 表示 f(z) 就 可 以 了 . 
为 了 得 到 F(z) 在 这 个 阅 内 的 另外 任意 一 点 =: 的 邻 域 中 的 
备 级 数 展 式 ,只 要 在 (1- 8) 中 把 z 一 zo 表示 为 
Zz0= (za)— (zo—z1)ys 
然后 按 (z 一 z,) 的 敌 展 开 等 级 数 cv(z 一 zo) 的 每 一 顶 , 青 把 (z 一 
zi) 的 则 次 每 归并 在 一 起 . 
整个 复 平面 可 视 为 半径 为 无 窃 大 的 如, 中心 可 以 在 任何 点 ， 
上 面 的 论述 对 于 全 平面 当然 也 是 有 效 的 , 在 公式 (1. 8) 中 取 mm 
一 的 并 要 求 级 数 在 全 平面 收 敏 . 于是, 整 务 数 f(z) 可 定义 为 在 
整个 复 平面 上 解析 的 复 函 数 ， 
整 函 数 是 解析 函数 的 特殊 情况 ， 


1.3 等 级 数 的 性 质 
处 处 收敛 的 吞 级 数 有 许多 有 限 和 的 性 质 、 对 竺 级 数 施 行 加 
法 、 减 法 和 乘法 运算 , 像 对 依 = 的 升 短 排列 的 多 项 式 施行 相应 的 
运算 一 样 ， 服 从 相同 的 法 则 ， 例 如 ， 若 
(Ce) 一 ao 十 aiz 十 est2 十 十 ant 十 
gz)=bot bz+bae te 十 be" 二 
则 
了 (z) 士 g(z) 一 ao 十 如 十 (al 士 责 )z 十 (ez 士 瑟 )z2 十 …… 
十 (an 士 名 ?加 十 入 
flz)g (2) =aobor Caoby abo) z+ Caos Faby fasbo Ye 
= 12。 


十 十 (aobn 十 qb 1 十 十 anbn)z" 十 …… 
如 果 我 们 还 知道 ,对 于 任何 的 z,g(z) 者 不 为 零 ,那么 可 以 断言 
f(z)/g(z) 也 是 整 函 数 . 相应 的 赛 级 数 由 g(x) 的 暴 级 数 去 除 
f(x) 的 军 级 数 得 到 ,除法 法 则 与 排列 好 的 多 项 式 的 除法 法 则 相 
辐 . 

我 们 来 做 这 一 运算 的 前 几 步 ， 


2 二 
上 az 十 oz 十 二 as 十 上证 6 二 二 bz 十 
Go | bo aob, 
B+ 
est Sz + 2 


2 名 一 ao 加 ,abo— a 
Wm 

aa :Carbo—avb Yb ， 
人 


Cb ob Cab, 


Qsbo agb s,s 


于 是 ， 
f(z) 


gy =co 上 cz 十 esr? 十 二 cx" 十 *… 


这 里 


可 以 证 明 一 个 一 般 的 公式 ， 由 元 的 前 项 系数 cc-: 表 
示 第 = 项 系数 c,; 


“=— 人 (9 


1.4 欧 拉 公式 
现在 我 们 将 这 些 人 性 质 运 用 到 指数 函数 e 与 三 角 函 数 sinz 
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与 cosz 上 面 去 . 
设 2=iw， 这 里 ww 仍 是 复数 ， 并 将 它 代入 公式 〈1. 5) 中 ， 

我 们 得 到 ， 
1 十 


Ww iw ,wt 
到 一 四 一 条 二 和 十 
一 1 区 + 村 十 十 一 权时 十 
与 公式 (1.6) 与 〈1.7) 比较 ， 我 们 看 出 
er 一 cosro 十 isinzo (1. 10) 
这 就 是 著名 的 欧 拉 公式 . 指数 函数 可 以 通过 三 角 函 数 来 表示 . 由 
此 可 见 ， 在 整 函数 的 领域 中 ， 指 数 函 数 与 三 角 函 数 是 亲缘 最 近 
的 . 
我 们 还 要 注意 到 , 在 cosz 的 展 式 中 只 含 = 的 偶 次 军 , 因而 
cos( 一 z) 一 cosxvcosz 是 偶 函 数 , 在 sinx 的 展 式 中 只 含有 >x 的 奇 
次 午 , 因 而 sin( 一 z) 二 一 sinz，sinz 是 奇 函数 ， 
在 公式 (1.10) 中 ,将 岂 换 成 一 mw, 就 得 到 


ee 一 Cos 由 一 zainto- 《1.11) 
公式 (1. 10) 与 (1 11) 逐 项 相 加 ,得 到 
cosw 一 一 革 一 (1.12) 


公式 (1. 10) 减 去 公式 (1. 11) ,得 到 


ee 


sinw= pt {1.13) 


这 是 用 指数 函数 表示 三 角 函 数 的 欧 拉 公式 ， 


1.5 指数 函数 与 三 角 函 数 


从 级 数 相 乘 的 例子 我 们 可 以 构造 出 "的 级 数 与 o 的 级 数 
的 彝 积 ， 这 里 z,、zs 是 两 个 任意 复数 ， 因 为 
人 一 1 二 羡 十 如 十 各 十“ 十 车 十 …， 
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一 ] 十 开 十 殖 上 十 殖 二 . 十 班 十 ,。 
扩 一 1 十 器 十 芭 十 于 十 十 洛 二 wm， 
所 以 
en 十 二 (ms) 十 直 加 二 20ar 十 翰 十 


二 | 对 上 3 站 dt] + 


nl 


妆 二 如 二 DT 人 


2 


1 -1 nl 
ta A ta) 21 


zt + 


nl 
tir aD 


一 1 二 二 名 十) 二 站 的 ma) 十 二 (ua 十 


十 赴 (e 二 ea 十 
由 此 得 出 
ele et {1.14) 
这 个 公式 叫做 指数 函数 的 加 法 定理 ;两 个 指数 孙 数 相 乘 时 ， 
对 应 的 指数 相 加 . 
特别 地 , 设 z= 二 z，zs 一 一 z， 则 有 


ers: 


(1.15) 
这 个 公式 指出 ， 乘 积 *，e“ 不 等 于 零 , 这 说 明 指数 元 数 e 水 不 
为 零 ， 也 就 是 方程 式 

e=0 
既 没 有 实 根 也 没有 培根. 

把 (1 10) 与 (1. 11) 乘 起 来 ,我 们 得 到 
ev *e ™— (coswtisinw) (cosw—isinw) 
一 coszew 十 sinzro- 

再 由 等 式 (1.15) 得 ， 

cosz 十 sinzrzo 一 1 (1.16) 
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这 个 公式 是 我 们 在 初等 数学 中 非常 熟悉 的 ， 但 那 时 仅 对 实 的 w 
成 立 , 现在 我 们 证 明了 当 w 是 任意 复 值 时 它 也 成 立 , 这 里 指出 ， 
在 初等 数学 中 我 们 所 证 明 的 那些 三 角 恒等式 ((1. 16) 仅 是 其 中 
之 一 )， 无 例外 地 对 任意 复数 都 成 立 . 
在 等 式 (1.14) 中 , 设 z=z 是 一 个 任意 的 复数 , 设 z=2ri， 
我 们 得 到 ， 
| rt 
由 欧 拉 公式 (1. 10) 
ez 一 cos2r 十 isin2r 一 1， 
天 此 eet, (1.17) 
这 说 明 ， 指 数 函 数 是 以 纯 虚 数 2rz 为 周期 的 周期 函数 ， 
由 此 出 发 又 可 证 明 对 任意 的 复数 zx, sinz 与 cosz 仍 是 以 2r 
为 周期 的 周期 函数 : 
Cos(z 十 2X) 二 cosz， sin(z+27) =sinz, 
事实 土 ,由 欧 拉 公 式 (1. 12)， 
cos(z 十 2) 一 二 (core 十 eertn) 
二 error 
ete) 
类 似 地 ,由 欧 拉 公式 (1. 13) 可 证 明 sin(z 十 2z) 一 sinx， 
现在 来 计算 e 的 模 和 幅 角 , 由 公式 (1. 14)， 
eye 
而 ez? 一 cosy 十 isiny， 
所 以 ce 一 er(cosy 十 isiny)， 
由 复数 的 三 角 表 示 ,立刻 得 到 ， 
le'l=e"', 
"li6* 


Arg(e’)=y 二 2nr. (2 一 0, 士 1, 士 2 


$2 毕 卡 小 定理 
2.1 方程 e=A 
在 介绍 毕 卡 小 定理 之 前 ， 我 们 先 来 研究 一 些 具体 例子 . 首 
先 看 方程 
e=A, (2.1) 


这 里 4 是 任意 复数 . 前 面 已 经 指出 , 当 4A=0 时 , 方程 (2.1) 没 
有 任何 解 ， 这 是 一 件 很 有 意思 的 事情 ， 在 多 项 式 的 情况 下 ， 代 
数 基本 定理 指出 ， 对 任何 的 复数 A， 方 程 
Plz)=A 

总 有 nn 个 解 ,这 里 P(z) 二 a 十 … 十 asz"， as 关 0, 但 是 ,对 于 “无 
穷 高 次 多 项 式 ”, 即 对 于 整 函 数 , 这 个 结论 不 再 成 立 , 至 少 对 菜 
些 4 不 再 成 立 . 这 说 明 量 变 引 起 了 质变 , 不 能 把 代数 基本 定理 
原封 不 动 地 搬 到 整 函数 上 去 ， 必 须 做 某 些 公正， 不过， 我 们 还 
是 先 把 方程 (2. 1〉 工 清楚 为 好 ， 既 然 4 一 0 没有 解 ， 我 们 设 4 
天 0. 由 复数 与 4 相等 得 出 ， 它们 的 模 相等 ， 而 幅 角 可 以 差 2x 


的 整数 倍 . 有 
一 141， ’ .2 
本 Co 一 0, 士 1, 士 2 
因此 ， 
z=log|A|, 
z—z+iy=loglAl+i (argA+ 2nr) (2. 3) 
二 0， 土 1， 士 2， 
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这 样 一 来 , 方程 (2.1) 的 任何 一 个 根 都 包含 在 公式 〈2. 3》 中 - 
反 过 来 ， 形 如 〈2. 3) 的 每 一 个 数 都 是 这 个 方程 的 根 .事实 上 ， 
Cr 一 eeg14IHiCaa4+2on 一 Engl4heitareh 二 am 
=|Ale”™=|Al[cos(argA)+isin(argA)]= A. 
这 就 证 明了 ,方程 (2.1) 对 于 任何 的 复数 4, 除去 一 个 例外 值 
4=0， 都 有 无 穷 多 个 根 ， 换 言 之 ， 无 穷 高 次 方程 
1 十 着 十 条 十 一 十 于 十 一 人 
对 任何 复数 4 夭 0 有 无 穷 多 个 根 . 
自然 地 , 方程 (2. 1) 的 每 一 个 根 叫 做 复数 4 的 (自然 ) 对 
数值 ， 以 。 为 底 产 生 4 的 车 指数 一 般 记 为 In4， 由 此 公式 
(2, 3) 可 改写 为 下 面 的 形式 ; 
InA =In|A|+iArgA {2.4) 
一 Inj41 十 iarg4 十 2rx)，m 一 0， 士 1， 士 2，…. 
由 此 得 到 , 任何 复数 有 无 穷 多 个 对 数值 , 它们 彼此 相差 2mz 
的 整数 倍 ， 而 
lnA=ln|A|tiargA 
称 为 对 数 的 主 值 . 
车 把 公式 (2. 4) 中 的 4 当 作 自 变数 , 把 它 所 对 应 的 值 z 当 
作 因 变数 , 即 当 作 4 的 函数 来 研究 , 那么 , 我 们 就 得 到 函数 = 一 
ln4， 这 个 逊 数 称 为 对 数 函 数 〈 以 。 为 底 )， 它 是 指数 函数 e- 的 
反 阔 数 . 这 个 函 教 的 定义 域 是 除去 4 一 0 外 的 整个 复 平面 , 它 是 
一 个 多 值 函 数 . 


2.2 方程 cosz=4 
现在 我 们 转 而 研究 方程 
coss 一 4 (2.5) 
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这 里 4 是 任意 的 复数 . 
由 欧 拉 公 式 (1. 12)， 我 们 得 到 
ee 
2 
或 er 十 e "—2A=0. 
乘 呈 得 e* 一 2Ae* 十 1==0, 
令 y 二 e*， 则 上 述 方 程 化 为 
2 一 24y 十 1 一 0， 
这 是 一 个 一 元 二 次 方程 ， 它 的 解 为 
y 一 4 士 VE 一 |. 
不 难看 出 ， 对 于 任意 的 复数 4， 我 们 总 有 ， 
A+ VATI#0, A— V 古 一 1 天 0. 


一 4 


(2.6) 


事实 上 , 车 
A+ VA-1i=0, 
则 VA—1=—A, 
A 1=A?， 
一 1 一 0， 
这 是 不 可 能 的 ， 则 理 ，4 一 VA7 一 1 二 0， 这 样 一 来 ,方程 
=A+ VAT1, 
及 a=A— VA1 
都 有 无 穷 多 个 解 : 
ie 一 ln(4 十 V4 二 1)， 


或 z=—iln(A+ VAT—1), 
及 iz=ln(A— VA’—1), 
或 zx 一 一 iln(4 一 VA—1). 


(2.7) 


(2.8) 


这 就 证 明了 ,对 和 任意 的 复数 4, 没 有 任何 例外 值 ,方程 (2. 5) 都 有 


无 穷 多 个 解 . 即 无 穷 高 次 方程 式 
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1 各 一 ("+4 
对 任意 的 复数 4， 都 有 无 穷 多 个 解 - 
完全 相同 的 方法 可 以 证 明 ， 对 任意 的 复数 4， 方 程 
sinz 一 4， 
或 无 穷 高 次 方程 
< 一 和 CD 
都 有 无 穷 多 个 解 ， 


(ee sit “=4 


2.3 毕 卡 小 定理 
我 们 在 上 面 证 明了 ， 对 任意 的 复数 4， 方程“ 
cosz 一 4，sinz 一 人 4 
都 有 无 穷 个 根 . 换言之 , cosz, sinz 这 两 个 整 函数 取 复 平面 上 的 
任何 信 无 穷 多 次 ， 并 且 没 有 一 个 例外 信 ， 另 一 方面 ， 对 任意 的 
复数 A， 但 要 除去 例外 信和 零 ， 方 程 
e=A 
有 无 穷 多 个 根 ， 这 就 是 说 ， 在 复 平面 上 挖 掉 零点 之 后 ， 整 函数 
e 取 这 个 有 洞 的 复 社 面 上 的 每 个 值 无 穷 多 次 、 
人 们 自然 会 问 ; 别 的 整 函 数 怎么 样 ? 存在 不 存在 有 两 个 、 三 
个 、 甚 至 多 个 例外 值 的 整 承 数 ? 原来 在 方程 
cosz—A, eA 
中 所 发 现 的 规律 对 一 切 整 函数 具有 普遍 意义 ， 所 有 的 整 函 数 最 
多 只 有 一 个 例外 信 . 这 就 是 法 国 数学 家 早 在 1878 年 就 证 明了 的 
下 述 的 著名 定理 ， 
毕 卡 小 定理 ”如果 f(z) 是 一 个 非 多 项 式 的 整 函 数 , 则 对 于 
任意 的 复数 4， 可 能 除去 一 个 例外 值 ， 方程 
f(z)=A 
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都 有 无 穷 多 个 根 . 

这 个 定理 的 证 明 超出 了 本 书 的 范围 ， 故 略 去 ， 但 要 做 些 说 
明 . 

定理 中 的 例外 值 是 依赖 函数 的 . 有 的 整 顺 数 没有 便 外 值 ,如 
sinz、cosz。 有 的 整 函数 有 例外 值 ， 如 e 以 0 为 例外 值 , 若 整 函 
数 了 (zx) 以 A 为 例外 值 , 则 f(z) 二 4 最 多 只 有 有 限 个 根 , 甚至 
一 个 根 也 没有 . 

整 函 教 的 值 分 布 理 论 的 研究 是 复 变 函 数论 的 一 个 重要 的 组 
成 部 分 ， 我 国 数学 家 在 这 个 领域 中 做 出 了 许多 重要 的 贡献 在 
老 一 辈 数 学 家 中 有 能 庆 来 教授 和 庄 折 泰 教授 ., 在 中 青年 数学 家 
中 有 著名 的 数学 家 杨 乐 教授 与 张 广 厚 教授 ， 我 国 数学 家 在 复 变 
通 数 方向 的 研究 工作 受到 了 世界 数学 界 的 关注 ， 并 给 出 很 高 的 
评价 » 
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编 后 记 


1989 年 夏 , 国内 一 些 数 学 家 和 湖南 教育 出 版 社 编辑 同志 在 
南开 大 学 和 北京 大 学 聚会 ， 深 深 感 到 “当今 数学 的 面 独 日 新 月 
异 ， 数 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 、 工 程 技术 其 至 社会 科学 
领域 扩展 和 洛 迫 ， 数 学 本 身 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 的 推 
动 下 ,不 断 渤 求 自身 的 发 展 和 完美 ”， 希望 能 组 织 备 方面 专家 纺 
写 一 批 节 藉 ,“ 在 中 学 数学 的 基础 上 ， 用 现代 观点 向 高 中 生 、 中 
学 教师 、 大 学 生 、 工 程 技术 人 员 、 自 然 科 学 和 社会 科学 工作 者 
以 及 一 切 数学 爱好 者 介绍 一 些 数学 加 想 ， 使 大 家 真正 地 认识 数 
学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数学 ,走向 数学 . ”这 就 是 “走向 数学 ”从 
书 的 起 源 . 我 们 南 定 这 于 通俗 读物 的 宗旨 是 :“ 用 浅显 易 泣 的 语 
言 从 各 个 方面 和 角度 向 读 必 展示 一 些 重要 的 数学 思想 ， 讲 述 数 
学 《万 其 是 现代 数学 ) 的 重要 发 展 ,介绍 数学 新 兴 领 起 ,数学 的 广 
汽 应 用 以 及 数学 史上 主要 数学 家 (包括 我 国 数学 家 ) 的 成 就 .” 

由 于 数学 界 大 力 支持 、“ 数 学 天 元 项 目 ” 的 葡 助 和 各 方面 热 
情 协 助 ， 一 年 后 ， 第 一 辑 入 本 书 已 与 读者 见面 ， 第 二 辑 也 即将 
出 版 ， 这 十 六 本 书 尽 党 深浅 不 同 ， 风 格 各 异 ， 但 至 少 有 一 个 共 
同 之 处 , 即 作者 们 均 朝 着 未 从 书 的 宗旨 和 目标 做 了 认真 的 努力 

在 这 批 书 中 ， 作 者 们 介绍 了 近年 来 数学 一 些 重要 发 展 和 新 
的 方向 (其 中 包括 1990 年 蝎 尔 北美 获得 者 V， Jones 在 拓 寺 学 
纽 结 理论 方面 的 杰出 工作 ， 撕 扑 学 家 Kuhn 和 Smale 在 数值 复 
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杂 性 方面 的 开创 性 工作 ， 实 动力 末 统 的 莫 基 性 结果 等 ), 以 中 学 
数学 为 起 点 介绍 一 些 数学 分 支 和 课题 (如 复 函 数 、 非 欧 几 何 、 有 
限 域 、 西 性 、 拉 姆 塞 理论 、Polya 计数 技术 等 )， 适 过 具体 实例 
引伸 出 重要 的 数学 思想 和 方法 (如 数论 在 数值 计算 中 的 应 用 , 几 
何 学 的 近代 观点 ， 群 在 业 合 上 的 作用 ， 计 算 的 复杂 性 概念 等 )， 
从 不 同 的 侧面 介绍 了 数学 在 物理 、 化 学 、 经 济 学 、 信 息 科 学 以 
及 工农 业 生 产 等 方面 的 广泛 应 用 ， 包 括 仓 罗 度 教授 多 年 来 在 中 
国 普 及 数学 方法 的 宝 中 经验、 在 书 的 正文 或 附录 中 ， 作 者 们 介 
绍 了 中 外 许多 数学 家 的 生平 和 业绩 ， 特 别 是 国内 外 数学 家 为 学 
罗 庆 教授 所 写 的 纪念 文章 ,从 不 同 侧面 回忆 了 他 早年 的 业绩 , 秽 
扬 他 为 新 中 国 培养 人 材 和 热爱 祖国 献身 事业 的 可 责 精 神 ， 这 对 
于 我 们 (包括 年 烃 一 代 ) 是 有 报 大 教育 十 义 的 ， 

尽 营 作者 们 做 了 很 大 的 努力 ， 但 我 们 深 各 ， 用 通俗 语言 介 
绍 如 此 丰富 的 数学 思想 和 飞跃 的 发 展 , 是 一 项 十 分 艰难 的 任务 
在 第 一 批 书 出 版 之 后 ,我 们 热 访 地 欢迎 广大 读者 的 批评 和 意见 ， 
以 利于 今后 改进 和 提高 . 如 前 所 还， 这 批 书 的 写作 风 档 各 异 ， 取 
村 的 深度 和 广度 也 有 所 差别 ， 即 使 不 少 作者 几 易 其 稿 ， 力 图 把 
基点 效 在 初等 数学 ， 但 是 要 介绍 现代 数学 的 思想 和 内 容 ， 很 准 
避免 引进 深 一 层 的 概念 和 方法 ， 所 以 ， 我 们 不 能 苷 求 读者 在 最 
- 科 几 选 就 能 把 书 中 钥 述 的 内 容 和 体现 的 思想 方法 金 部 读 懂 ， 但 
是 希望 具有 不 同 程度 数学 知识 和 修养 的 数学 爱 订 者 在 认真 读 过 
这 些 考 之 后 都 能 有 所 收获 ， 开 阅 眼 界 ， 增 长 见识 ， 从 而 更 加 认 
识 数 学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数学 和 走向 数学 . 

冯 克 勤 


识 于 一 妃 刀 二 年 五 月 . 
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